Korrekturen! zur Mechanik, 5. Auflage, 2006/7

Seite 8: In Aufgabe 1.1 r(t) = r(t) e,(¢) anstelle von r(t) = r(t) e,.
Seite 26: In der Zeile vor (4.9) ist 7, durch r, zu ersetzen.

Seite 28: In der Zeile vor (4.16) ist r, durch 7, zu ersetzen.

Seite 35 ff.: Die Diskussion der Kovarianz oder Invarianz des 2. Newtonschen
Axioms unter Galileitransformationen wurde neu formuliert; einfache Beispiele for-
dern dabei die Verstindlichkeit. — Meist wird die Frage der Galilei-Invarianzen erst
im Rahmen des Lagrangeformalismus diskutiert (Kapitel 11), der sich hierfiir besser
eignet. Andererseits sollte ein einfiihrendes Lehrbuch auch die Frage beantworten,
was mit dem 2. Axiom bei einer Galileitransformation passiert. — Die modifizierten
Seiten sind auf den Seiten 3 ff. dieses Dokuments wiedergegeben.

Seite 68: In der 3. Zeile nach (9.18) muss es m;; = my; heillen.
Seite 77: In Aufgabe 9.2 musses T = T(q, q) = % Zi’k mix(q) qi gx heillen.
Seite 140: In Aufgabe 16.1 musses R = (mr| + myry)/M heillen.

Seite 160: Im Anschluss an (18.31) muss es heifien:
,»Dazu haben wir v} (—o0) = 7*(—o0) aus ... *

Seite 162: Gleichung (18.42) muss lauten:

2m m2—m?2
xz——]XCOSQ/-l-g:O
M M?

Seite 178: In Aufgabe 20.4 musses A® /G = (@3 — ©1)/O3 heillen.

Seite 179: In Aufgabe 20.5 muss es M = (41/3) opa’c und R = (a?/c)'/?
heiBen.

Seite 233: In Aufgabe 26.5, dritte Zeile, muss es y, = a - v heiflen.
Seite 241: Aufgabe 27.2 beginnt mit ,,Fiir ein geladenes Teilchen ...

Seite 263: Aufgabe 30.2 wurde neu formuliert:

30.2 Losungsmethode nach d’Alembert
Zeigen Sie, dass die Wellengleichung u” (x, t) — ii(x, t)/c*> = 0 durch

ux, 1) = fx—ct) +gx +cr) (D

IFiir wertvolle Hinweise bedanke ich mich bei Christoph Kandetzki und Marwan Sabih.



gelost wird. Dabei sind f und g zunichst beliebige Funktionen einer Variablen. Wie
hingen f und g mit den Anfangsbedingungen zusammen?

Wenden Sie diese Losungsmethode nach d’Alembert auf die Saitenschwingung
aus Aufgabe 30.1 an. Welchen Relationen miissen die Funktionen f und g geniigen,
damit die Randbedingungen fiir alle Zeiten erfiillt sind? Zeigen Sie dazu: AuBerhalb
des Definitionsbereichs [0, /] miissen die Randbedingungen antisymmetrisch und
periodisch (mit der Periode 2/) fortgesetzt werden.

Berechnen Sie u(x,t) fir 0 < ¢t < T/4 mit T = 21[/c. Das Ergebnis fiir die
volle Zeitperiode folgt dann aus Symmetrieiiberlegungen.

Seite 345: Die erste Formel in Aufgabe 39.1 lautet

LS: v =1V, v, =0
SS: V1

v, Uy = —V

Seite 352: In Aufgabe 40.1 wird auf (40.25) anstelle von (9.23) verwiesen.



Kapitel 5 Inertialsysteme 35

Durch eine weitere Differenziation erhilt man

3
F) =) ¥ (5.13)

i=1
Hieran kann man noch einmal nachpriifen, dass das 1. Axiom kovariant unter der
allgemeinen Galileitransformation ist:

(5.13)
<—>

mx;(t) =0 m)'éj’-(t') =0 (5.14)

2. Axiom

Wir betrachten das Verhalten des 2. Axioms unter einer Galileitransformation. Mit
der Schreibweise F = ) ; Fje; setzen wir (wie bereits bisher) voraus, dass die
Kraft ein Vektor ist. Das bedeutet, dass sich die Komponenten F; bei einer Drehung
so wie die x; transformieren, also Fj’ => j oji Fi. Wir multiplizieren daher beide
Seiten des 2. Axioms m X; = F; mit «j; und summieren iiber i. Damit erhalten wir

mX;(t) = Fi(x,%,t) transformiertzu mX;(t) = F;(x', X', 1) (5.15)

Gleichzeitig fithren wir die Galileitransformation in den Argumenten der Kraft
durch; wir beschrinken uns dabei auf die in (2.11) angegebenen (hiufig vorkom-
menden) Argumente der Kraft. Konkret sind die ungestrichenen Argumente in
Fi(x, x,t) gemdB (5.9) durch die gestrichenen zu ersetzen. Dabei stehen x fiir
(x1, x2, x3) und x fiir (x1, xp, X3).

Der Strich bei F j/ bedeutet nun zweierlei: Zum einen beziehen sich die Kom-
ponenten dieser Kraft nun auf die gedrehten Koordinatenachsen. Zum anderen sind
F;(...) und Fl.’ (...) im Allgemeinen verschiedene Funktionen ihrer Argumente (we-
gen der Transformation eben dieser Argumente). Als einfaches Beispiel unterwer-
fen wir die Funktion f(x) = x der speziellen Galileitransformation (5.10). Dann
ist f(x) =x=x"+vi=x"+vt =g, t'). Offensichtlich ist f(x) eine andere
Funktion der Argumente als g(x’, t'), auch wenn f = g gilt. Dieser Unterschied ist
in (5.15) durch den (unscheinbaren) Strich nur angedeutet; denn — wie in der Physik
iblich — fiihren wir keinen neuen Buchstaben ein. Die Kraft wird vielmehr immer
durch den Buchstaben F (force) gekennzeichnet.

Nach der Galileitransformation haben die Newtonschen Axiome dieselbe Form
(linker und rechter Teil von (5.15)); sie sind forminvariant oder kovariant. Unter
bestimmten Umstinden hiingen die Krifte F; und F; aber dariiberhinaus in dersel-
ben Weise von ihren Argumenten ab. Dann sind die Newtonschen Gesetze invariant
unter Galileitransformationen. Wir erldutern diese Unterscheidung anhand von Bei-
spielen.

Als erstes setzen wir eine Galileitransformation in die iibliche Reibungskraft
ein:

Fi)=—-yr=—yF# +v)=F'() (5.16)
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Die neue Kraft ist eine andere Funktion des Arguments als die alte; denn F'(i*") #
—y . Da F und F’ unterschiedliche Funktionen sind, ist das Bewegungsgesetz
nicht invariant unter Galileitransformationen. In diesem Fall sind die beiden In-
ertialsysteme nicht gleichwertig. Es gibt vielmehr ein bevorzugtes Inertialsystem,
namlich dasjenige, in dem das die Reibung verursachende Medium ruht (in diesem
IS giltdann F = —y 7).

Andere Beispiele fiir nichtinvariante Kréfte sind orts- und zeitabhiingige duf3e-
re Kriéfte, denn sie dndern sich im Allgemeinen bei Orts- oder Zeitverschiebungen.
Eine dulere Kraft kann auch eine Vorzugsrichtung haben (zum Beispiel das Schwe-
refeld an der Erdoberfliche), dann ist die Invarianz unter Drehungen verletzt.

Nun zu einem Beispiel mit einer invarianten Kraft. Ein Planet (Masse m ) hat
unter dem Einfluss der Sonne (Masse m») die Bewegungsgleichung

ry—r;

mli‘l =—Gm1m2 (5.17)

3
|r1—r2|
Hieraus wird unter einer Galileitransformation (dabei ist (5.9) sowohl fiir r| wie fiir
r, auszufiihren):
rn-r,

mli"l =—Gm1m2 (5.18)

3
|} =15

Die rdaumlichen und zeitlichen Verschiebungen heben sich in den Differenzen auf
der rechten Seite jeweils auf.

Man beachte, dass in jedem Fall F = F’ gilt. Dies folgt einfach daraus, dass wir
eine Galileitransformation in die Gleichung mr = F einsetzen, und dass fiir die-
se Transformation ¥ = ¥’ gilt. Da die Krifte jeweils von denselben Argumenttypen
abhingen, nimlich F (r, 7, t) und F'(r, ¥, t'), sind die Bewegungsgleichungen im-
mer kovariant (von derselben Form). Sie sind aber nur dann invariant, wenn F und
F’ dariiberhinaus in derselben Weise von ihren Argumenten abhiingen.

Passive und aktive Transformation

Die Galileitransformation kann (i) zwei Inertialsysteme oder (ii) zwei physikalische
Systeme miteinander verbinden:

(1) Passive Transformation: Wir betrachten ein physikalisches System von zwei
verschiedenen Bezugssystemen IS und IS’ aus. Die Vorgéinge im System wer-
den von den Experimentatoren in IS und IS’ durch Gesetze der gleichen Form
beschrieben (Kovarianz, synonym zu Forminvarianz). So wenden beide Expe-
rimentatoren Newtons Axiome an; dabei verkniipft die Galileitransformation
die Koordinaten, die ein bestimmtes Ereignis in IS und IS’ hat.

(1) Aktive Transformation: Innerhalb eines Bezugssystems IS betrachten wir zwei
physikalische Systeme, die durch eine Galileitransformation auseinander her-
vorgehen. Auch hier werden die Vorgénge in beiden Systemen durch Geset-
ze der gleichen Form beschrieben (Kovarianz). Die Vorgéinge laufen in den
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beiden Systemen aber im Allgemeinen verschieden ab, da sich die dufleren
Krifte bei der Transformation dndern.

Speziell fiir abgeschlossene Systeme sind die Bewegungsgesetze nicht nur
kovariant, sondern dariiberhinaus invariant unter Galileitransformationen
(néchster Abschnitt). In diesem Fall laufen die Vorgiinge in beiden Systemen
in gleicher Weise ab.

Das Einsetzen einer Galileitransformation in die Newtonschen Axiome ist zunédchst
ein formaler Schritt, der durch die Transformationsgleichungen (5.9) festgelegt ist.
Dieser Schritt kann zwei ganz unterschiedliche Bedeutungen haben: Zum einen
konnen zwei Beobachter (jeweils in IS oder IS’ ruhend) dasselbe physikalische
System betrachten. Dann ist klar, dass sie denselben physikalischen Vorgang be-
schreiben, sie verwenden dazu lediglich unterschiedliche Koordinaten (die jewei-
ligen Standardkoordinaten von IS und IS’). Zum anderen kann ein IS-Beobachter
zwel verschiedene physikalische Systeme betrachten, ndmlich ein zunéchst gegebe-
nes, und dann dasjenige, das sich hieraus durch die (aktive) Galileitransformation
(etwa durch Drehung oder Verschiebung) ergibt. Im Allgemeinen werden die physi-
kalischen Vorgénge in den beiden Systemen unterschiedlich verlaufen. Verlaufen sie
jedoch gleich, dann liegt eine Symmetrie (Invarianz unter der Galileitransformation)
VOor.

Wir haben die Galileitransformationen unter dem ersten (passiven) Gesichts-
punkt eingefiihrt. Im Folgenden wird der zweite (aktive) Gesichtspunkt néher er-
lautert. Wir kennzeichnen eine aktive Transformation durch einen Stern als Index:

3
xXj — x?‘zZaikxk—vit—ai, t - tf=t—1 (5.19)
k=1

Hier sind x;, t und x;“, t* Koordinaten im gleichen 1S; sie bezeichnen etwa die
Position eines Massenpunkts und eines zweiten dazu verschobenen. Setzen wir nun
die Transformation (5.10) in Newtons Axiome ein, so erhalten wir wie in (5.15) die
Bewegungsgesetze fiir die beiden Massenpunkte:

mXi(t) = Fij(x,X,t) transformiert zu m X’ (t*) = F*(x*, x*, %) (5.20)

Die Bewegung verléduft in beiden Fillen nur dann in derselben Weise, wenn die
Krifte F;(x, x, t) und F*(x*, x*, t*) in derselben Weise von ihren Argumenten ab-
hiangen. Wie die Diskussion im letzten Abschnitt zeigt, ist dies eine nichttriviale Be-
dingung. Sie ist zum Beispiel fiir Reibungskrifte nicht erfiillt, und im Allgemeinen
auch nicht fiir duBere Krifte. Die Bedingung gilt dagegen fiir die Gravitationskrifte
in (5.17) und (5.18).

Invarianz der Newtonschen Axiome

Ein System ohne Wechselwirkung mit der Umgebung bezeichnen wir als abge-
schlossen. Fiir ein abgeschlossenes System aus Massenpunkten (Kapitel 4) ver-
schwinden die duBleren Krifte. Die inneren Krifte sollen konservativ sein und sich
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gemal (4.30) durch Potenziale darstellen lassen. Dann sind die Krifte von der Form

N
oU,, (lry — 1))
Fo== ) ———— (=1L2.N (5.21)
M, £V

Der Abstand |r, — r | ist invariant unter den Verschiebungen und Drehungen einer
Galileitransformation. Wegen

Udry —rp,h =U(r, —rul) (5.22)

hidngen dann F? und F, in derselben Weise von ihren Argumenten ab. Die Bewe-
gungsgleichungen sind daher invariant, und die tatsdchliche Bewegung verlduft in
beiden Systemen in gleicher Weise.

Fiir abgeschlossene Systeme bedeutet die Invarianz der Bewegungsgleichungen
unter Galileitransformationen, dass die Bewegung im verschobenen oder gedreh-
ten System in gleicher Weise ablduft. So wiirde zum Beispiel unser Sonnensys-
tem auch in einer Entfernung von 108 Lichtjahren in gleicher Weise funktionie-
ren; dabei vernachlissigen wir duere Krifte wie das Gravitationsfeld unserer Ga-
laxie (Milchstra3e). Die Invarianz der Bewegungsgesetze bedeutet auch, dass unser
Sonnensystem morgen oder in 108 Jahren genauso funktioniert, oder im gedrehten
Zustand, oder mit einer beliebigen Geschwindigkeit relativ zum jetzigen Zustand.
Die tatsdchliche Bewegung hingt dabei von den jeweiligen Anfangsbedingungen
ab. Die zeitliche Translationsinvarianz bedeutet nicht, dass die tatsichliche Bewe-
gung unseres Sonnensystems in 108 Jahren iiberhaupt noch irgendeine Ahnlichkeit
mit der jetzigen Situation hat. Es wird lediglich behauptet, dass alle Vorginge in
108 Jahren bei gleichen Anfangsbedingungen so wie jetzt ablaufen wiirden.

Als Gegenbeispiel betrachten wir eine waagerechte Billardplatte und eine et-
was gekippte Billardplatte. Diese beiden Systeme sind durch eine aktive Galilei-
transformation (Drehung) miteinander verbunden. Da es eine dullere Kraft (Schwer-
kraft) gibt, handelt es sich nicht um ein abgeschlossenes System. Fiir beide Systeme
konnen aber Newtons Axiome verwendet werden (wegen der Kovarianz). Die tat-
sdchliche Bewegung (das Billardspiel) ldauft aber sehr unterschiedlich ab, weil das
duBere Kraftfeld (Schwerefeld) nicht drehinvariant ist; die Krifte in den beiden Sys-
temen sind verschieden. Ein dreidimensionales Billard im Inneren eines Quaders im
Weltraum ist dagegen invariant unter der Drehung; die tatsdchliche Bewegung ver-
lauft im gedrehten System genauso wie im nichtgedrehten.

Die hier diskutierte Unabhéngigkeit vom Ort, der Orientierung, der Zeit und der
Relativgeschwindigkeit sind Konsequenzen der Invarianz der Newtonschen Axio-
me (fiir abgeschlossene Systeme) unter allgemeinen Galileitransformationen. Es sei
daran erinnert, dass diese Axiome nicht abgeleitet sondern lediglich postuliert wur-
den. Tatsédchliche Beobachtungen stehen (von hohen Geschwindigkeiten abgese-
hen) in Ubereinstimmung mit den Axiomen und der dadurch beschriebenen Unab-
hingigkeit von Ort, Orientierung, Zeit und Relativgeschwindigkeit.

Fiir die Untersuchung der Galileiinvarianz und ihre Konsequenzen (Erhaltungs-
groBen) ist der noch einzufiihrende Lagrangeformalismus viel besser geeignet als
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die Newtonschen Bewegungsgleichungen. Die hier begonnene Diskussion der Gali-
leiinvarianz und ihrer Konsequenzen (Erhaltungsgroflen) wird daher erst in Kapitel
11 fortgesetzt.

Giiltigkeit der Galileitransformation

Eine Front einer elektromagnetischen Welle bewege sich in IS mit der Lichtge-
schwindigkeit x = ¢ in x-Richtung. Wir betrachten nun dieselbe Welle von IS’ aus.
Nach der Galileitransformation hat die Wellenfront in IS eine andere Geschwindig-
keit: J o
X ! __ _ / ! __ X
L — =c—v (5.23)

— =
dt Galileitransformation dt’

Im Gegensatz hierzu ergeben die Maxwellgleichungen immer die Geschwindigkeit

¢ fiir eine Wellenfront; denn dieses c ist ein Parameter der Maxwellgleichungen. Die

Maxwellgleichungen sind daher nicht kovariant unter der Galileitransformation.
Aus diesen Feststellungen ergeben sich die folgenden beiden Moglichkeiten:

1. Die Maxwellgleichungen gelten nicht in allen IS. Sie sind nichtrelativistisch
und damit keine grundlegenden Gleichungen im Sinn des Relativitétsprinzips
von Galilei.

Dies ist ein durchaus plausibler Standpunkt: So gibt es etwa fiir andere Wellen
(wie Wasser- oder Schallwellen) ein bevorzugtes IS, nimlich das IS, in dem
das wellentragende Medium (etwa Wasser oder Luft) ruht. Unter Schallge-
schwindigkeit versteht man gerade die Ausbreitungsgeschwindigkeit in die-
sem bevorzugten IS. Maxwell selbst nahm die Existenz eines Mediums an,
in dem sich Licht ausbreitet; dieses postulierte Medium wird Ather genannt.
Die Maxwellgleichungen sollten dann nur in dem IS gelten, das relativ zum
Ather ruht.

2. Die Maxwellgleichungen gelten in allen IS. Dann kann die Galileitransforma-
tion aber nicht die richtige Transformation zwischen verschiedenen IS sein.

Gibe es den Ather als lichttragendes Medium, so miissten sich je nach IS
unterschiedliche Lichtgeschwindigkeiten messen lassen. Uberraschenderwei-
se misst man aber in verschiedenen IS die gleiche Lichtgeschwindigkeit c.
Daher musste das Konzept des Athers aufgegeben werden. Einstein formu-
lierte das Relativitétsprinzip ,,Alle IS sind gleichwertig* neu: Die grundle-
genden Gesetze inklusive der Maxwellgleichungen sind von gleicher Form
in allen IS. Danach konnen die Galileitransformationen nicht mehr die (ex-
akt) richtigen Transformationen zwischen Inertialsystemen sein. Sie werden
vielmehr durch die Lorentztransformationen (Teil IX) ersetzt. Dies impliziert
dann auch, dass Newtons Axiome nicht exakt richtig sind. Die Galileitrans-
formationen und Newtons Axiome bleiben jedoch im Grenzfall kleiner Ge-
schwindigkeiten (v < ¢) giiltig.



