25 Streuung von Licht

Im Feld einer elektromagnetischen Welle schwingt ein geladenes Teilchen hin und
her. Das so oszillierende Teilchen sendet dann elektromagnetische Strahlung aus.
Durch diesen Prozess wird die elektromagnetische Welle gestreut. Wir berech-
nen den Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung von Licht an Atomen (Abbildung
25.1). Wir behandeln die Thomsonstreuung, die Rayleighstreuung, die Resonanz-
fluoreszenz und den Ubergang zwischen kohérenter und inkohérenter Streuung.

Ein Elektron (Ladung ¢ = —e, Masse m.) bewege sich in einem harmonischen
Oszillatorpotenzial (Frequenz wg, Dampfung I7). Zusétzlich sollen die Felder

E(r,t) =ReE exp[i(k-r—a)t)] (25.1)

und B(r, t) = (k/k) x E einer elektromagnetischen Welle (20.21) auf das Elektron
wirken. Dann lautet die Bewegungsgleichung fiir die Bahn r((#) des Elektrons:

me Fo +mel Fo —|—mea)02 ro=—ekE exp[i(k “ro — a)t)] +0O(w/c) (25.2)

Die Geschwindigkeit v = ro(z) sei nichtrelativistisch, v <« ¢. Dann ist die Kraft
des Magnetfelds von der relativen Grée v/c < 1; sie wird vernachlédssigt. Von
Gleichung (25.2) ist der Realteil zu nehmen; die Realteilbildung wird hier nicht
explizit angeschrieben.

Das Oszillatormodell (25.2) kann auf ein im Atom gebundenes Elektron ange-
wendet werden; dabei ist wg gleich wy = me e? / 3, (24.36), zu setzen. Dies ergibt
ein Modell fiir die Streuung von Licht an Atomen, Abbildung 25.1. In der folgenden
Diskussion betrachten wir vor allem diesen Fall.

Die Reibungskraft —me I" F( in (25.2) beschreibt alle Prozesse, durch die das
Elektron Energie verliert. Solche Prozesse sind Sto3e des Atoms mit anderen Ato-
men oder die vom Elektron abgegebene Strahlung. Fiir den zweiten Fall konnen wir
I" aus der Strahlungskraft (24.47) bestimmen: Verglichen mit den anderen Kriften
ist die Strahlungskraft im Atom von der relativen GroBe o> ~ 1076, In einem so
kleinen Term kann die ungestorte Losung ro(f) = a exp(—iwgt) verwendet wer-

den, also

2% N 2e? )

strZﬁv N—ﬁ wy V= —melsv (25.3)
Im letzten Schritt haben wir F g, gleich der Ddmpfungskraft in (25.2) mit I" = [y,
gesetzt. Daraus erhalten wir

2. .2
2e w;

3mec3’

F

—wy 2 _
I = T W= § 053 wae ~ 10 6wat (25.4)
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Abbildung 25.1 Licht kann von Materie gestreut werden (oben). Wir untersuchen Streu-
vorgénge, die durch einzelne Atome hervorgerufen werden. In der theoretischen Behand-
lung (unten) wird das einfallende Licht durch eine ebene, elektromagnetische Welle be-
schrieben. Ein harmonisch gebundenes Teilchen simuliert das im Atom gebundene Elek-
tron. Die elektromagnetischen Krifte der Welle regen das geladene Teilchen zu Schwin-
gungen an. Diese erzwungenen Schwingungen stellen einen oszillierenden Dipol dar, der
nach der Dipolformel in verschiedene Richtungen abstrahlt.

Im Folgenden lassen wir die Werte von I" und w( zunéchst als Modellparameter
offen.
Fiir die Wellenlidnge A = 27 c¢/w des einfallenden Lichts soll gelten

AS>rg(t) oder A >»ap (25.5)

Fiir das Elektron im Atom muss die Wellenldnge gro3 gegeniiber dem Bohrschen
Radius ap sein, fiir das freie Elektron (wy = 0) darf die durch die Welle erzeugte
Auslenkung rp nicht zu grof} sein. Mit

exp(ik-ro) =1+ O(rg/1) =~ 1 (25.6)
wird (25.2) zu
Me Fo 4+ me I'Fo 4+ me wi ro = —e Eg exp(—iwt) (25.7)

Diese lineare, inhomogene Differenzialgleichung beschreibt den wohlbekannten
Fall eines geddmpften harmonischen Oszillators mit periodischer Anregung. Die
allgemeine Losung setzt sich aus der homogenen und einer partikuldren Losung
zusammen:

ro(t) = ro, hom(?) + ro, part (t) (25.8)

Die allgemeine homogene Losung klingt durch die Ddmpfung ab, ro hom =~ O fiir
t > 1/I". Wir betrachten daher nur die partikuldre Losung, also die erzwungene
Schwingung. Der Ansatz

ro(t) = ropat(ft) = a exp(—iwt) (25.9)
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fithrt in (25.7) zu
(—o?—ilo+ol)e=—— E (25.10)
m

c

Hieraus erhalten wir das zeitabhingige Dipolmoment p(¢) des Elektrons:

2 Eog/me

1) = —erg(t) = —ea exp(—iwt) =
p) 0(t) p(—iwr) oo —ilw

exp(—iwt) (25.11)

Das Dipolmoment p(t) ist proportional zum Feld £ = E( exp(—iwt); es wird
durch das Feld induziert. (Im engeren Sinn spricht man von ,,induzierten Stromen
und dem Faradayschen Induktionsgesetz. Wir verwenden ,.,induziert” auch allge-
meiner fiir ,,durch dullere Felder hervorgerufen®.) Der Proportionalitéitsfaktor

ez/me

(W) = 25.12
() a)oz—a)z—iFa) ( )

in p = o E heilit elektrische Polarisierbarkeit. Diese Grofle spielt eine wichtige
Rolle fiir die Elektrodynamik in Materie (Teil VI).

Wir nehmen an, dass alle Komponenten von E( dieselbe Phase haben, so dass
(24.25) erfiillt ist. Wir setzen (25.11) in (24.26) ein:

AP o*|plPsin?o ¢ < &2 )2 w* sin26
(g

- = Eol> (25.13
ds2 8mel 8T —w2)2+a)2F2 | Eol ( )

mec?
Dabei ist 6 der Winkel zwischen E( und der Richtung der Abstrahlung:
0 = x(p.er) = x(Eo, er) (25.14)

Das einfallende Licht induziert ein zeitabhingiges Dipolmoment; dieses induzier-

te Dipolmoment strahlt Wellen der gleichen Frequenz ab. Dieser Vorgang bedeutet

eine elastische Streuung des Lichts. Unter ,.elastisch* versteht man ,,ohne Energie-

verlust®, im betrachteten Fall also ,,ohne Frequenzinderung®. (Im Gegensatz dazu

ist der Comptoneffekt die inelastische Streuung von Licht an freien Elektronen.)
Wir definieren den differenziellen Wirkungsquerschnitt durch

do  gestreute Teilchen/Zeit/d§2 abgestrahlte Leistung prod2  dP/d$2

d$2 ~ einfall. Teilchen/Zeit/Fliche  einfallende Leistung pro Fliche (1S1)
(25.15)
Wir haben zuerst die iibliche Definition mit ,, Teilchen pro Zeit* angegeben. Wenn
man hierin Zéahler und Nenner mit der Energie /i eines Photons multipliziert, er-
hilt man stattdessen ,,Energie pro Zeit* oder ,,Leistung®. Nach (20.45, 20.44) gilt
fiir die einfallende Energiestromdichte (Leistung pro Fliche):

(IS]) = ¢ (wem) = é | B2 (25.16)
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Abbildung 25.2 Der Wirkungsquerschnitt o (@) fiir die Streuung von Licht an Atomen
wurde im Oszillatormodell (25.2) berechnet. Die Frequenzabhingigkeit ist fiir I'/wo = 1/3
gezeigt. Tatsdchlich ist das Verhiltnis I"/wy meist viel kleiner; die Resonanzkurve ist dann
entsprechend schmaler und hoher. Falls I nur die Strahlungsddampfung (25.4) enthiilt, gilt
Tye/wa ~ o ~ 1075, Die sehr scharfe Resonanzkurve hat dann ihre natiirliche Linien-
breite.

Damit erhalten wir

do _ dP/d2 _( &2 )2 o*
A2 (IS \mec?) (¢ — )+ ? T

sin%@ (25.17)

Der Winkel 6 ist durch (25.14) definiert. (Bei anderen Streuprozessen bezeichnet 6
iblicherweise einen anderen Winkel, und zwar den Winkel zwischen der Richtung
k der einfallenden Welle und der Richtung e, der auslaufenden Welle.)

Aus (25.17) folgt der totale Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung von Licht an
einem Elektron:

@) 8m o2 2 wt (25.18)
O =0w) = — .
3 \mec? (0)02 —w2)2+a)21“2

Fiir ausgewihlte Parameterwerte ist die Funktion o (@) in Abbildung 25.2 gezeigt.
Der Wirkungsquerschnitt o ist die Fldche, an der die einfallende Stromdichte (hier
Energiestromdichte, sonst Teilchenstromdichte) effektiv gestreut wird. Diese Flache
ist durch den Faktor (e?/mec?)? bestimmt, der unten numerisch angegeben wird.

Polarisation des Streulichts

Wir diskutieren zunichst die Polarisation des Streulichts. Dazu betrachten wir noch
einmal Abbildung 25.1. Das induzierte Dipolmoment p ist parallel zum Feldvek-
tor E der einfallenden Welle. Nach (24.21) erfolgt keine Abstrahlung in Richtung
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von p, also in die Richtung ,,oben* im Bild. Steht der Feldvektor E aber senkrecht
zur Bildebene, so gilt dies auch fiir p, und die Abstrahlung in Richtung ,,oben*
verschwindet nicht. Dies bedeutet fiir den Einfall von nichtpolarisiertem Licht auf
Materie: Bei einem Streuwinkel von 90° ist das gestreute Licht polarisiert. Der Feld-
vektor E g, des Streulichts steht dabei senkrecht auf der von k (einfallende Welle)
und e, (Ausfallsrichtung) gebildeten Ebene. Bei anderen Streuwinkeln ergibt sich
im Allgemeinen teilweise polarisiertes Licht.

Thomsonstreuung

Wir betrachten einige Grenzfille des Wirkungsquerschnitts (25.18). Der Grenzfall
sehr hoher Frequenzen wird als Thomsonstreuung bezeichnet:

2

8 2
S 8m (e 0665 . 10~ em? Thomsonstreuung (25.19)
3 \mec? (w > wop)

Fiir hohe Frequenzen folgt das Elektron der alternierenden Feldstiarke der Welle
immer weniger, ro o< 1/w?. Da die abgestrahlte Dipolleistung P mit w* anwichst,
nihert sich der Wirkungsquerschnitt schlieBlich dem endlichen Wert ory,.

Die Quantenelektrodynamik (QED) ergibt im nichtrelativistischen Fall fiir freie
Elektronen (wg = 0):

o(QED) = oy, (1 + O(v/c))  (freie Elektronen, iw < mec?) (25.20)

Fiir hinreichend hohe Frequenzen ist die Voraussetzung (25.5) unserer Rechnung
nicht mehr erfiillt; auch (25.20) gilt dann nicht. Experimentell fillt der elastische
Wirkungsquerschnitt bei Frequenzen im Bereich iw ~ me.c* ab und geht fiir
®w — oo gegen null. Dieses Verhalten — wie auch alle anderen Experimente mit
Elektronen und Photonen — werden von der vollen (relativistischen) QED korrekt
beschrieben.

Setzt man oy, gleich dem geometrischen Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung
an einer Kugel mit dem Radius Ry, so ergibt sich

om=7nR} —> Ro~4.6fm=0(R.) (25.21)

Abgesehen von numerischen Faktoren ist Ry gleich dem klassischen Elektronradius
Re. = 3¢*/(5mec?) ~ 1.7 fm aus (6.35).

Rayleighstreuung
Fiir kleine Frequenzen ergibt (25.18) den Grenzfall der Rayleighstreuung

4 .
Q) Rayleighstreuung
0 = 0o —5 25.22
™ o o0 (25.22)
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N hwo Ao
Riickstof3 ~ S ~ A

Abbildung 25.3 Ein Atomkern sendet ein y-Quant mit einer bestimmten Frequenz aus
(zum Beispiel fiwy = 14.4keV fiir >’Fe). Ein Atomkern der gleichen Sorte kann dieses
v-Quant wieder absorbieren. Diese Resonanzfluoreszenz wird normalerweise dadurch be-
hindert, dass der Riickstof auf den emittierenden Atomkern zu einer Frequenzverschiebung
fiihrt. Unter geeigneten Bedingungen kann der RiickstoS mit endlicher Wahrscheinlich-
keit vom gesamten Kristallverband aufgenommen werden; die Frequenzverschiebung ist
dann vernachldssigbar klein. Diese riickstoBfreie Resonanzfluoreszenz ist unter dem Na-
men MoBbauer-Effekt bekannt.

Wegen
T Wsichtbar

~ 0.1 (25.23)
hwy

konnen wir (25.22) auf die Streuung von sichtbarem Licht an Atomen anwenden.
Die w*-Abhiingigkeit fiihrt dazu, dass blaues Sonnenlicht in der Atmosphiire stirker
als rotes gestreut wird:

4
[

Tolaw _ Zhlaw o 1 (25.24)

Orot Wrot

Dabei haben wir wpjay/@rot = Arot/Ablau = 1.8 verwendet. Das Streulicht enthélt
also etwa zehnmal mehr blaues als rotes Licht. Daher erscheint der Himmel blau.
Ein Sonnenuntergang kann dagegen rot erscheinen, weil der blaue Anteil durch die
Streuung reduziert wurde.

Resonanzfluoreszenz

Bei w = wg hat der Wirkungsquerschnitt (25.18) ein Maximum der Stirke

(25.25)

Ores:? ﬁ (@ = wo)

2
811( e? ) wd Resonanzstreuung

mec?

Dieser Grenzfall ergibt sich insbesondere dann, wenn Strahlung eines bestimm-
ten Atomiibergangs von einem Atom derselben Sorte wieder absorbiert wird. Diese
Resonanzfluoreszenz kann es auch fiir Ubergiinge im Atomkern geben (Abbildung
25.3).

Ein Atom (oder Molekiil oder Atomkern) hat im Allgemeinen viele Resonanz-
frequenzen, die durch Messung des Wirkungsquerschnitts fiir elektromagnetische
Wellen bestimmt werden konnen. Dabei entsprechen die mdoglichen Resonanz-
frequenzen % w; den Energiedifferenzen von Zustinden des betrachteten Systems.
Die Breite der Resonanz entspricht der Unschirfe AE ~ #h/t dieser Energie-
zustdnde aufgrund ihrer endlichen Lebensdauer 7.
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Wir setzen wo/I” = wa/lse = 3/Qa?), (25.4), und (e?/ag)/mec® = a? in

(25.25) ein:
2 2
8 (e*/ag\ , [ 3 61 ,
"m:?(m> “ (273) “ 2w (25:26)

Dies entspricht dem geometrischen Wirkungsquerschnitt o = 1 RO2 an einer Kugel
mit einem Radius Ry =~ 3 - 102 ag, also an einer Fliche, die etwa 105 mal gro-
Ber als der Querschnitt des Atoms ist. Dieser Fall eines sehr scharfen, sehr hohen
Maximums ergibt sich aber nur dann, wenn die Breite I” gleich Iy ist; also wenn
neben der Abstrahlung keine anderen Effekte zu I beitragen. Diese Breite heifit
auch natiirliche Linienbreite.

Die Breite einer Resonanz wird durch alle Prozesse vergroBert, die die zugehori-
ge Lebensdauer verkiirzen. Hinzu kommt noch die Dopplerverbreiterung aufgrund
des RiickstoBes, den ein Atom (oder Atomkern) bei der Emission (Absorption) er-
leidet (Abbildung 25.3). Speziell im MoBbauer-Effekt wird dieser Riicksto3 durch
den Kristall aufgenommen, in dem der betrachtete Atomkern eingebunden ist. Da-
durch kommt es hier zur riickstofifreien Resonanzfluoreszenz, dem MoBbauereffekt;
dann hat die emittierte y-Strahlung ihre natiirliche Linienbreite. Die auerordent-
liche Schirfe einer solchen y-Strahlung erlaubt es, Frequenzen mit extrem hoher
Prizision zu messen.

Kohirente und inkohiirente Streuung

Wir betrachten jetzt die Streuung von Licht an N gleichartigen Streuzentren, die
an den Orten r; lokalisiert sind. Die einfallende Welle induziert die Dipolmomen-
te pj(1) o« E(rj,1). Damit enthalten die p j den Phasenfaktor exp(ik - r;), der
die Wegdifferenzen der einfallenden Welle zu den Streuzentren widerspiegelt. Ein
weiterer Faktor exp(—ik e, - r;) ergibt sich aus den Wegdifferenzen von den Streu-
zentren zum Beobachtungspunkt. Wir addieren die Streuwellen der einzelnen, os-
zillierenden Dipole und erhalten so

do _do
d2 )y d2
(25.27)

Der Wirkungsquerschnitt do/d §2, (25.18), fiir ein einzelnes Streuzentrum wird dem
Betragsquadrat des Formfaktors F (q) multipliziert. Der Formfaktor ist die Fourier-
transformierte der Dichte ) i 3(r — r;) der Streuzentren. Aus dem experimentellen
Wirkungsquerschnitts (do/d$2)y kann auf F(q) und damit auf die rdumliche Ver-
teilung der Streuzentren zuriickgeschlossen werden (Aufgabe 25.2). Im Folgenden
betrachten wir eine statistische Verteilung der Streuzentren (etwa die Molekiile ei-
nes Gases). Wir werten | F (¢)|> aus:

2 do )
:E‘F(q)‘ mit g =k — ke,

N
> exp(iq-r))
=1

N i—1

N N
‘F(Q)‘z=ZZ€XP[iQ'("i—i’j)] = N+2) > cos[q-(ri—rj)] (25.28)

i=1j=1 i=2j=1
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Die Terme mit i = j ergeben den Beitrag N; fiir i # j wurden der (7, j)- und der
(J, i)-Term zusammengefasst.

Eine grofle Zahl N >> 1 von Streuzentren sei iiber einen Bereich mit dem Radius
R verteilt; es gelte |r;| < R. Aus (25.28) folgen dann die beiden Grenzfille

N? (R < A, kohirente Streuung)

F()|* ~ , (25.29)
N (R > X, inkohirente Streuung)

Fir R < A giltg-(r; —r;) < 1und cos[q-(r; —r;)] ~ 1. Fir R > A kommen
dagegen positive und negative Werte der Cosinusfunktion mit gleichem Gewicht
vor; in der Doppelsumme iiberleben dann nur die Beitrige miti = j.

Bei der kohidrenten Streuung schwingen die einzelnen Dipole in Phase; dann
iberlagern sich die Felder kohdrent und der Wirkungsquerschnitt erhélt einen Fak-
tor N2. Bei der inkohirenten Streuung addieren sich dagegen effektiv die Wirkungs-
querschnitte (Faktor N).

Als Beispiel betrachten wir die Streuung von sichtbarem Licht am Wasserdampf
in der Atmosphire (also an einzelnen Wassermolekiilen in Luft). Kohérent streuen
konnen nur jeweils die Molekiile, die sich in einem Volumen befinden, das klein
gegeniiber A> ist. Ansonsten ist die Streuung inkohérent.

Unter geeigneten Bedingungen (etwa bei einer Temperaturinderung) konden-
siert der Wasserdampf, der in der Luft enthalten ist, zu Nebel oder Wolken. Die
Kondensation beginnt mit Wassertropfen, deren Durchmesser d klein gegeniiber
der Wellenlinge ist. Als Beispiel betrachten wir einen kugelformigen Tropfen mit
dem Radius d/2 = 200 A, der N &~ 10 Molekiile enthilt'. Wegen d < A streuen
die N Molekiile dieses Tropfens kohirent.

Bei der Bildung eines Nebels aus kleinen Tropfen kommt es zum Ubergang
von inkohédrenter zu kohirenter (innerhalb eines Tropfens) Streuung. Dies bedeutet
eine Erhohung des Streuquerschnitts um den Faktor N, also um mehrere GroBen-
ordnungen in obigem Beispiel. Obwohl die Menge des Wassers sich nicht dndert,
wird die Luft pl6tzlich undurchsichtig, wenn ein Teil des Wasserdampfs zu Nebel
kondensiert.

Da der Effekt proportional zu N ist, wéchst er zunédchst mit der Groe der Was-
sertropfen an. Sobald der Durchmesser d aber mit A vergleichbar wird, schwingen
die Molekiile in verschiedenen Bereichen des Tropfens nicht mehr kohirent; es tritt
dann keine weitere Verstdrkung ein. Eine gewohnliche Wolke besteht aus Tropfen,
deren Durchmesser d im Bereich von 2...50 - 107°m liegen (also d > X). Eine
solche Wolke ist wegen der Brechung und Reflexion des Lichts (Kapitel 37) an der
Oberfliche der vielen Wassertropfen undurchsichtig. Homogenes Wasser ist dage-
gen wieder relativ durchsichtig (Abbildung 34.4).

Das Volumen des Tropfens ist V = nd>/6 ~ 3-107 A3. Ein Wassermolekiil nimmt das Volumen
v = 18cm3/6 - 103 ~ 30A3 ein. Hieraus folgt N = V/v ~ 10°. Bei 100% Luftfeuchtigkeit
und einer Temperatur von 20 °C befinden sich in einem gleich groBen Luftvolumen V nur etwa 30
Wassermolekiile.
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Aufgaben
25.1 Klassisches Wasserstoffatom

Ein Elektron bewegt sich klassisch auf einer Kreisbahn mit Radius » um ein Proton;
es wirke die Coulombkraft F = —e, ¢*/r?. Driicken Sie die Energie £ und den
Drehimpuls L als Funktion des Bahnradius » aus. Berechnen Sie die abgestrahlte
Leistung P.

Die abgestrahlte Leistung fiihrt zu einer Abnahme des Bahnradius r(¢). Stellen Sie
eine Differenzialgleichung fiir 7 () auf und integrieren Sie diese mit der Anfangsbe-
dingung r(0) = ag (Bohrscher Radius). Schitzen Sie die Spiralzeit T ab, nach der
das Elektron auf das Proton fillt. Diskutieren Sie den zeitlichen Verlauf der Energie
E (t) und des Drehimpulses L(z).

25.2 Strukturfunktion fiir kubisches Gitter
Der Formfaktor F(q) eines kubischen Gitters aus N = N, N, N, Streuzentren ist

N
F(q) = Zexp(iq crj) mit r; = a(nxex +nye, —|—nzez)
j=1

wobei j = (ny,ny,n;)undn, =0, 1,..., Ny — 1 und so fort.
Berechnen Sie die Strukturfunktion |F'(q) |. Bestimmen Sie die Richtungen der
Intensitdtsmaxima des Wirkungsquerschnitts do/d$2 o« |F (q)l2 fir N > 1.



