Korrekturen! zur Allgemeinen Relativititstheorie, 5. Auflage, 2006

Im Abschnitt ,,Hawking-Effekt* im Kapitel 48 (Seite 286 in der 5. Auflage) muss in
der Angabe der Lebensdauer der Faktor (M /M) ersetzt werden durch (M/M)3.

Geplante Ergénzungen in der ndchsten Auflage

In der néchsten Auflage sollen mogliche Quanteneffekte fiir SL etwas ausfiihrlicher
diskutiert werden. Dazu wird zunichst der Abschnitt ,,Hawking-Effekt* iberarbei-
tet, und es gibt dann ein neues Kapitel im Anschluss an Kapitel 48 mit dem Titel
,Massenuntergrenze fiir Schwarze Locher?*. Im letzten Abschnitt des neuen Kapi-
tels gehen wir auch kurz auf die Frage der Erzeugung von SL am LHC (wird im
Herbst 2008 gestartet) ein.

Auf den folgenden Seiten werden der iliberarbeitete Abschnitt ,,Hawking-Effekt*
und das neue Kapitel wiedergegeben.

IRiir wertvolle Hinweise bedanke ich mich bei Michael Golles.



Hawking-Effekt

Tatsichlich gibt ein isoliertes Schwarzes Loch aufgrund des Hawking-Effekts®
Strahlung ab. In dem starken Gravitationsfeld (kurz auBerhalb des Schwarzschild-
radius) konnen virtuelle Teilchen-Loch-Paare dadurch reell werden, dass ein Teil-
chen in das Schwarze Loch fillt und das zugehorige Antiteilchen abgestrahlt wird.
Da das ausgehende Antiteilchen Energie wegtransportiert, muss das SL gleichzeitig
Energie (also Masse) verlieren.

Weitergehende Betrachtungen zeigen, dass die von SL aufgrund dieses Effekts
abgegebenen Teilchen sich wie die Strahlung eines Schwarzen Korpers verhalten,
also wie die Strahlung eines Korpers mit einer Temperatur 7. Das Schwarze Loch
emittiert also auch Photonen und Neutrinos, deren Energien einer Planckschen Ver-
teilung mit dieser Temperatur folgen*. Aufgrund dieses Hawking-Effekts verliert
ein isoliertes Schwarzes Loch kontinuierlich Masse.

Fiir diese Temperatur eines SL der Masse M erhélt man

(48.18)

Dies bedeutet 7 ~ (My/M)10~°K. Die Strahlungsleistung (Energie pro Zeit,
dquivalent zu Masse pro Zeit) eines Korpers mit der Temperatur 7' ist wohlbekannt

Aus der Verlustrate (Masse pro Zeit) ergibt sich eine endliche Lebensdauer 7 des

SL:
_ 5120n G*MP

r="""_ ~107!6 M (48.19)
N hct 1kg '
Ein ,kleines* SL von zum Beispiel 1 Gramm oder 1 Kilogramm wiirde nahezu
augenblicklich zerstrahlen. Da dabei die Energie Mc? freigesetzt wird, ist das Ende
eines solchen SL ein explosives Ereignis.

Fiir ein SL mit M ~ M, ergibt sich T ~ 10% Jahre. In diesem Fall ist die Ab-
strahlung ein vollig zu vernachldssigender Effekt, auch auf der Skala des Weltalter
(to ~ 10'0 Jahre). Praktisch werden derartige SL eher an Masse zulegen, indem sie
Materie aus der Umgebung ansaugen.

Eine Lebensdauer T ~ ty von der Grofle des Weltalters erhilt man fiir ein
Schwarzes Loch der Masse M ~ 10'?kg und der GroBe von rs = 2GM/c> ~
10~ m. Solche kleinen Schwarzen Locher konnten beim Urknall (Kapitel 54) ent-
standen sein, und ihr explosives Ende konnte dann heute beobachtet werden.

3S.W. Hawking, Black hole explosions?, Nature 248 (1974) 30

“*In einer alternativen Betrachtung geht man von einem Beobachter aus, der kurz auBerhalb des
Schwarzschildradius ruht. Um seine Position zu halten, muss dieser Beobachter fortwihrend be-
schleunigt sein. Ein Beobachter, der sich beschleunigt im Vakuum bewegt, beobachtet eine thermi-
sche Strahlung. Fiir den auB3enstehenden Beobachter wird diese Strahlung vom SL abgegeben.
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Es wird die Hypothese diskutiert, dass die minimale Masse eines Schwarzen Lochs
von der GroBe der Planckmasse ist. Dazu wird argumentiert, dass ein Teilchen nicht
kleiner als seine Comptonwellenlidnge sein kann. Dieses Argument wird am Bei-
spiel des Elektrons niher beleuchtet. Am Ende des Kapitels wird diskutiert, ob an
Beschleunigern kleine Schwarze Locher erzeugt werden kénnen. Der Inhalt dieses
Kapitels gehort nicht zum Standardlehrstoff einer Einfiihrung in die ART.

Einfiihrung

Als klassische Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen kann es Schwarze L6-
cher (SL) mit beliebig kleiner Masse geben. Sie konnten im frithen Universum ent-
standen sein. SL sollten Strahlung abgeben (Hawkingstrahlung, Kapitel 48), da-
durch (wenn sie isoliert sind) ihre Masse reduzieren und sich schlieBlich in einer
Explosion auflosen.

Die Hawkingstrahlung beriicksichtigt nur einen ausgewéhlten quantenfeld-
theoretischen Aspekt. Quantenmechanische Effekte fiir das SL selbst werden do-
minant, wenn seine Comptonwellenldnge A¢ vergleichbar mit oder groBer als sein
Schwarzschildradius rg ist. Dies ist soweit allgemein bekannt und akzeptiert (Dis-
kussion am Ende von Kapitel 22). Im Folgenden wird dieser quantenmechanische
Vorbehalt dahingehend konkretisiert, dass es fiir Ac = rg keine SL gibt. Wir dis-
kutieren zunéchst ganz allgemein, inwieweit lokalisierte (sehr kleine) Teilchen in
quantenmechanisch-relativistischer Sicht tiberhaupt moglich sind.

Wenn ein Teilchen die GroBe (etwa Durchmesser) £ hat, dann kann es in einen
Bereich der Grofle Ax > ¢ eingeschlossen werden. Umgekehrt, um festzustellen,
dass ein Teilchen nur die Grofe £ hat, muss man es auch in einem Bereich der
GroBe Ax lokalisieren konnen (mit welchen experimentellen Methoden auch im-
mer). Beim Einschluss in einen Bereich der Grof3e Ax hat das Teilchen zwangsléu-
fig Impulse der Groe Ap = h/Ax. Damit sind Energien der Grofle AE ~ Apc
verbunden (wir betrachten sehr kleine Ax und damit den relativistischen Grenzfall
der Energie-Impuls-Beziehung). Wenn nun AE = 2M c? ist (wobei M die Ruh-
masse des betrachteten Teilchens ist), dann kommt man in einen Bereich, in dem
der Teilchenbegriff verschwimmt. Denn dann existieren im Bereich Ax nicht nur
das eine betrachtete Teilchen, sondern zugleich weitere Teilchen oder Teilchen-
Antiteilchenpaare.

292
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Von einem definierten Teilchen kann man daher nur sprechen, solange AE =
hc/Ax < 2 M c?. Von einem SL der GroBe Ax = 2r, und der Masse Mg, kann
man daher nur sprechen, solange

hc 2

— < 2Mg.c
2rs — SL

(49.1)

Setzen wir hierin rs = 2G Mg/ ¢? ein, so erhalten wir eine untere Grenze fiir die

Masse eines SL:
- Mp 1 fic ( )
St 2.2 2V2G '

Diese Abschitzung kann die Grenzmasse natiirlich nur bis auf einen Faktor der
GroBenordnung 1 angeben.

Die Vermutung einer solchen Untergrenze findet sich gelegentlich in der Lite-
ratur. Die Existenz einer solchen Untergrenze ist jedoch eine nicht allgemein ak-
zeptierte Hypothese. Ein Grund hierfiir diirfte sein, dass dhnliche Uberlegungen fiir
bekannte Teilchen, insbesondere fiir das Elektron, zu (scheinbar) abwegigen Resul-
taten fiihren.

Wendet man die vorgestellten Uberlegungen auf ein Elektron an, dann kann das
Elektron (Masse m.) nicht besser als in einem Bereich der Compton-Wellenldnge

Ace = ~ 4.107"em (49.3)

MeC
lokalisiert werden. Quantenmechanisch-relativistisch ist dies an sich trivial: Wenn
man ein Elektron auf einen Bereich kleiner als A¢ ¢ begrenzt, dann entstehen zusétz-
lich Elektron-Positronpaare, so dass man nicht mehr von einem definierten Elektron
sprechen kann. Insofern scheint auch der Nachweis eines Elektrons, das kleiner als
Ac ist, nicht moglich. Diese Aussage steht aber in Widerspruch zu Aussagen der
Hochenergiephysik, wonach das Elektron sich im Experiment als punktférmiges
Teilchen zeigt, oder jedenfalls als Teilchen, dessen Radius kleiner als 10716 cm ist.
Bevor wir mit der Diskussion der minimalen Masse eines SL fortfahren, kldren wir
diesen (scheinbaren) Widerspruch fiir das Elektron.

Punktférmiges Elektron?

Die Argumente der Einleitung sprechen dafiir, dass das Elektron ein Teilchen mit

einem Radius der Grof3e 4

MeC

RC ~ )“C,e = (494)
sein konnte, also mit dem Comptonradius Rc. Ublicherweise wird aber gesagt,
dass das Elektron ein (nahezu) punktformiges Teilchen mit einem Radius Rexp <
10716 cm ist. Diese Behauptung ist aber eine recht spezielle Weise, in der eine expe-
rimentelle Grenze fiir eine mogliche Abweichung von der Quantenelektrodynamik
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(QED) angegeben wird. Die QED behandelt das Teilchen formal als Punktteilchen.
Abweichungen hiervon konnten durch einen zusitzlichen Formfaktor F'(g) be-
schrieben werden, der im Wesentlichen die Fouriertransformierte einer inneren
raumlichen Struktur des Elektrons ist (F = 1 fiir die rdumliche Verteilung §(r)).
Man findet nun eine Ubereinstimmung zwischen der QED und dem Experiment bis
hin zu den hochsten erreichbaren Impulsen gpmax, also F = 1 fiir ¢ < gmax. Diese
Ubereinstimmung wird dann formuliert als ,,das Elektron hat eine Ausdehnung von
weniger als 1/qmax = Rexp™.

Fragen wir uns einmal ganz naiv, wie man den Radius R einer ausgedehnten
Ladungsverteilung messen konnte. Am einfachsten erscheint die Messung durch
die Streuung von elektromagnetischen Wellen an der Ladungsverteilung, denn: Fiir
Wellenldngen A > R wird die Ladung als ganzes im elektromagnetischen Feld der
Welle beschleunigt; dies ergibt den Thomson-Streuquerschnitt. Fiir Wellenldngen
A < R werden verschiedene Teile der Ladungsverteilung in verschiedene Richtun-
gen beschleunigt. Daher muss der Streuquerschnitt fiir A < R abfallen; die Stelle
des Abfalls bestimmt dann die Grée R der Ladungsverteilung. Der experimentel-
le Streuquerschnitt fiir e-y—Streuung fillt fiir A < Rc deutlich ab. In dieser Weise
erhilt man die experimentelle Gro8e R ~ Rc fiir das Elektron.

Ein anderes Experiment fiir die Grofle (oder Kleinheit) des Elektrons wire
die hochenergetische e-e-Streuung (Mgller-Streuung). Betrachten wir dazu einen
direkten (head-on) Zusammensto3 von zwei Elektronen, die beide den Impuls
|p| = ymc mit y > 1 haben. Im Schwerpunktsystem (zugleich dem Laborsys-
tem im colliding beam Experiment) kann man damit Strukturen bis zu der GroBe
Ax = h/|p| = Rc/y auflosen. Wegen Ax < Rc konnte man schlielen, dass die
experimentelle Mgller-Streuung innere Strukturen eines Elektrons der Groe (49.4)
sehen miisste (und damit gegebenenfalls zu signifikanten Abweichungen von der
QED fiihrt). Aber: Im Schwerpunktsystem ist die Ausdehnung der beiden Elek-
tronen zu Rc/y lorentzverkiirzt (in der relevanten Richtung). Eine mogliche inne-
re Struktur im Bereich r < R¢ kann daher durch hochenergetische e-e—Streuung
nicht aufgel6st werden. Die Verifikation der QED-Vorhersagen fiir hohe Energien
ist zwar nicht trivial, sie kann aber ein gemif (49.4) ausgedehntes Elektron nicht
ausschlieen; dies gilt fiir beliebig hohe Energien. Die Griinde hierfiir liegen in den
grundlegenden quantenmechanischen und relativistischen Gesetzen; sie sind daher
prinzipieller Natur.

Als quantenmechanische und relativistische Gleichung beriicksichtigt die Dirac-
Gleichung in spezifischer Weise, dass ein Elektron nicht besser als R¢ lokalisiert
werden kann. So fiihrt sie im Rahmen der QED zu einem Streuquerschnitt for y-e-
Streuung, der fiir A < Ac . abfillt. Im nichtrelativistischen Grenzfall reduziert sich
die Dirac-Gleichung zur Schrodingergleichung mit drei relativistischen Korrektur-
termen: Die Spin-Bahn-Wechselwirkung, eine relativistische Korrektur zur kineti-
schen Energie und der sogenannten Darwin-Term. Der Effekt des Darwin-Terms
kann als Zitterbewegung beschrieben werden. Dieser Term schmiert effektiv die
Schrodingersche Wellenfunktion iiber einen Bereich der Grofle R¢ aus.
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Wir fassen zusammen: Dass Elektronen punktformige Teilchen oder jedenfalls
kleiner als 10~'%cm sind, ist eine eher ungliicklich formulierte Aussage. In dem
zugrunde liegenden theoretischen Rahmen hat diese Aussage eine prizise Bedeu-
tung, nimlich keine Abweichung zwischen Experiment und QED fiir ¢ < ¢max-
Sie bedeutet jedoch nicht, dass Elektronen tatsdchlich (nahezu) punktférmig sind
(oder kleiner als //qmax). Vielmehr gibt es einen Spielraum fiir Modelle, in de-
nen das Elektron die Ausdehnung (49.4) hat. Bisher hat sich allerdings noch kein
solches Modell durchgesetzt. Fiir einen frithen Versuch sei auf Diracs! ,extensible
electron* verwiesen, fiir weitere Versuche auf Mac Gregors® “enigmatic electron®.

Schwarzes LLoch im Bereich der Grenzmasse

Die Uberlegungen des letzten Abschnitts bestirken uns darin, die in der Einleitung
prisentierten grundlegenden quantenmechanisch-relativistischen Uberlegungen zur
GroBe von Teilchen ernst zu nehmen. Danach haben wir bis auf Faktoren der Grof3e
1 die Untergrenze

1 [he 13 GeV
Ms1. = Miimit = V26 ~ 4-10 Sl (49.5)

fiir die Masse von SL erhalten. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass dies
keine allgemein akzeptierte Aussage ist. In Lehrbiichern wird meist davon ausge-
gangen, dass es SL mit beliebig kleiner Masse geben kann. Auch die folgenden
Uberlegungen iiber die Anniherung an die Grenzmasse sind spekulativ.

Betrachten wir nun zunichst ein klassisches SL mit einer Masse, die deutlich
iiber der Grenzmasse Mjimi; liegt. Ein solches SL wird nach den Uberlegungen
von Hawking strahlen und damit (wenn es isoliert ist) allmé@hlich Masse verlieren.
Eventuell in der Friihzeit des Universums entstandene SL konnten sich dadurch der
Grenzmasse Mjjni von oben ndhern. Was passiert dann fiir Mgy, — Mijmi(?

Sobald die Comptonwellenlidnge Ac des SL mit dem Schwarzschildradius rg ver-
gleichbar wird, zum Beispiel fiir Ac ~ rs/3, werden Quantenfluktuationen wichtig.
Dann wird der Schwarzschildhorizont nicht mehr eine statische Kugeloberflache
sein, sondern die Oberfliche wird auf der Skala Ac fluktuieren oder wabern. Bei
Anndherung an die Grenzmasse erscheinen zwei Szenarien naheliegend:

1. Fir Ac — rs werden die Fluktuationen so stark, dass der geschlossene
Schwarzschildhorizont sich auflost und das SL instabil wird. Das SL konnte
dann in einer Explosion enden. Die Signatur dieser Explosion wire ein Ener-
gieausstoll der Grofle Mijmi c2.

2. Fiir Ac ~ rs konnte es einen stabilen quantenmechanischen Grundzustand
eines SL geben. Dieser wiirde dann nicht mehr strahlen.

'P. A. M. Dirac, An extensible model of the electron, Proc. R. Soc. London A 268, 57 (1962)
2M. H. Mac Gregor, The Enigmatic Electron, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht 1992
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Als Analogon betrachte man ein Teilchen in einem Kastenpotenzial. Solange
die Comptonwellenldnge Ac t des Teilchens klein gegeniiber dem Radius Rk
des Kastenpotenzials ist, kann das Teilchen klassisch behandelt werden. Da
es sich im Potenzial beschleunigt bewegt, strahlt es und verliert Energie. Da-
mit wichst Ac r allméhlich an. Fiir Ac, 7 ~ Rk stehen dann nur die quanten-
mechanischen Eigenzustinde im Kasten zur Verfiigung. Das Teilchen endet
schlieBlich im Grundzustand, in dem es nicht mehr abstrahlt (davor kann es
noch mehr oder weniger lange in einem der angeregten Zustinde verwei-
len). In analoger Weise konnte sich die klassische Losung des SL. dem quan-
tenmechanischen SL-Grundzustand nidhern. (Wihrend sich die Abstrahlung
des klassischen Teilchens in der Anfangsphase klassisch beschreiben ldsst,
muss die Hawking-Strahlung von vornherein quantenfeldtheoretisch begriin-
det werden).

Natiirlich sind ein SL und ein Teilchen im Potenzial sehr verschiedene Syste-
me. Die Analogie beruht darauf, dass in beiden Systemen die quantenmecha-
nische Wellenlinge sich durch Abstrahlung der charakteristischen Linge des
Systems annéhert.

Um die angesprochenen Moglichkeiten ndher zu untersuchen, bendétigt man eine
Quantenfeldtheorie der Gravitation.

Erzeugung Schwarzer Locher in Beschleunigern

Vor der Inbetriebnahme des LHC (Large Hadron Collider) in CERN im Herbst 2008
wurde vereinzelt die Befiirchtung geduflert, dass bei den dort erzeugten hohen Ener-
gien kleine SL entstehen konnten, die schlieBlich durch Massenakkretion die ganze
Erde verschlingen wiirden.

Nun sind die Energien am LHC (Hadronen mit Energien der Grofe TeV =
103 GeV) viel niedriger als die, die in der kosmischer Strahlung (Teilchen mit Ener-
gien bis etwa 104 GeV) vorkommen; insofern kann nichts erzeugt werden, was
nicht ohnehin auch in der Erdatmosphire erzeugt wird. Ein durch kosmische Strah-
lung erzeugtes SL hitte aber eine hohe Geschwindigkeit im Gegensatz zu einem
im LHC in einer head on Kollision erzeugten. Das SL der kosmischen Strahlung
wiirde dann die Erde ohne nennenswerten Massenzuwachs durchfliegen, weil sei-
ne Wechselwirkung (Gravitation) mit der Materie extrem klein ist. Im Unterschied
dazu konnte ein im LHC erzeugtes SL im Gravitationsfeld der Erde gefangen sein,
und hitte damit vielleicht genug Zeit, die Erde ,,aufzufressen®.

Nach der oben gefiihrten Diskussion ist die Erzeugung von SL am LHC schon
wegen des Massenlimits (49.2) nicht moglich. Beim Zusammensto3 zweier Hadro-
nen fehlen wenigstens 15 GroBenordnungen in der Energie. Es wiirde auch nicht
helfen, wenn mehrere Hadronen an derselben Stelle kollidieren wiirden.

Allerdings kann die Erzeugung von SL unabhéngig vom hier diskutierten Mas-
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senlimit ausgeschlossen werden; dazu sei auf die entsprechende CERN-Studie? ver-
wiesen. Das Hauptargument beruht dabei nicht auf der zur Verfiigung stehenden
Energie; denn man denkt ja iiblicherweise an SL. auch mit Massen weit unterhalb
von Mp. Vielmehr ist es die zur Verfiigung stehende Energiekonzentration: Gera-
de die ist fiir ein sehr kleines SL extrem hoch; denn die Ausdehnung eines SL der
Masse M ist von der GroBe Lp M/ Mp mit der Planckschen Linge Lp ~ 10~3 cm.
Sowohl LHC wie auch andere denkbare Beschleuniger sind sehr viele Groenord-
nungen von solchen Energiekonzentrationen (oder Luminositéten) entfernt.

Es gibt noch einen anderen Limit, der die Harmlosigkeit eines kleinen SL be-
legt. Fiir ein kleines SL gibt es zwei konkurrierende Effekte: Zum einen nimmt seine
Masse aufgrund der Hawking-Strahlung ab, zum anderen kann seine Masse durch
Akkretion von Masse aus der Umgebung (wihrend seiner Bewegung in der Erde)
wachsen. Die Abschitzung? ergibt, dass der erste Effekt fiir M < 103 Mp iiber-
wiegt (der zweite Effekt wird durch die sehr kleinen Gravitationswechselwirkung
verursacht). Eventuelle SL mit M < 1023 Mp wiirden also von selbst zerstrahlen
und schlieBlich im Inneren der Erde harmlos verpuffen. Erst ein schon recht gigan-
tisches SL mit einer Masse von 10?> Mp oder mehr hiitte dagegen die Chance, die
Erde ,,aufzufressen.

Zusammenfassend stellen wir fest: Unsere Uberlegungen ergeben eine Unter-
grenze Miimir ~ Mp fiir die Masse eines SL, was die Erzeugung eines SL am LHC
aus Energiegriinden ausschlieft. Die AusschlieBungskriterien der CERN-Studie?
fiir die Erzeugung eines SL (mangelnde Energiekonzentrationen am LHC) und fiir
die mogliche Gefihrdung durch ein SL (Massenzuwachs nur fir M > 1023 Mp)
sind jedoch um viele GroBenordnungen stirker. Zudem beruhen diese Ausschlie-
Bungskriterien auf allgemein anerkannten Argumenten.

31.-P. Blaizet, J. [liopoulos, J. Madsen, G. G. Ross, P. Sonderegger, H.-J. Specht, Study of potenti-
ally dangerous events during heavy-ion collisions at the LHC: Report of the LHC study group, Genf
2003, http://doc.cern.ch/yellowrep/2003/2003-001/p1.pdf



