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Emmy Noether

Kurze Ausziige aus dem Lexikon bedeutender Mathematiker, B-I-
Verlag Leipzig 1990:

Noether, Amalie Emmy: Geboren 23. 3. 1882 in Erlangen, Ge-
storben 14. 4. 1935 in Bryn Mawr (Pennsylvenia, USA). - Kind
jiidischer Eltern und Tochter des bekannten Mathematikers M AX
NOETHER.

. konnte sie nur als Hospitantin Vorlesungen besuchen, be-
vor 1904 die Immatrikulation (fiir Frauen) in Erlangen gesetzlich
moglich wurde. ... Promotion 1908 bei P. GORDAN ...

1915 holten sie D. HILBERT und F. KLEIN nach Gottingen, das
damals fithrende mathematische Zentrum. Trotz erwiesener Qua-
lifikation gelang es HILBERT und KLEIN nicht, die Habilitation ih-
rer Kollegin durchzusetzen — erst 1919 fielen die Gesetzeshiirden.

... Von den Faschisten geéchtet, wurde N. aus rassistischen und
politischen Griinden aus Deutschland vertrieben. Sie nahm 1933
eine Gastprofessur am Médchencollege in Bryn Mawr an, wohin
sie 1934 endgiiltig iibersiedelte.

N.s wissenschaftliche Beitrage lassen sich in 3 Gruppen teilen:
Invariantentheorie (1907-1919), allgemeine Idealtheorie (1920-
1926) und nicht-kommutative Algebra (1927-1935).

... kam sie zu neuen Einsichten iiber Invarianten bei Variations-
problemen und zu dem berithmten Noether-Theorem. Dieses be-
sagt eine Aquivalenz zwischen dem Vorhandensein von Symme-
trien und der Existenz von Erhaltungsgrofien fiir das betrachtete
physikalische System; es spielt in der theoretischen Physik eine
wichtige Rolle.

N. gilt allgemein als die bis heute bedeutendste Mathematikerin.



Symmetrie und Erhaltungsgrofle

Symmetrie

Symmetrie = Invarianz unter einer Operation

BEISPIELE FUR DISKRETE SYMMETRIEN

Wort ,neben“, Schachbrett

Kubischer Kristall: Translation um eine Gitterkonstante
Drehung um 90°

BEISPIELE FUR KONTINUIERLICHE SYMMETRIEN

Kugel: Drehung um beliebige Winkel
Drehinvarianz oder Isotropie

Gas oder Fliissigkeit (ohne Beriicksichtigung einer Begrenzung):
Invarianz unter Verschiebungen (Homogenitét)
Invarianz unter Drehungen (Isotropie)

Die kinetische Energie Ti;, eines Teilchens
m (dx)\>
Tkin — 5 E

ist invariant unter

Réaumliche Verschiebung: * — x + xg
Zeitliche Verschiebung: ¢t — t + ¢y

Dabei sind xy und ¢y kontinuierliche Parameter. Im Folgenden
betrachten wir nur Symmetrien, die von einem kontinuierlichen
Parameter abhéngen.



Erhaltungsgrofle

Erhaltungsgrofie ist eine physikalische Grofie, die zeitlich konstant
ist.

A
Unter dem Einfluss der Schwerkraft
Im q fallt ein Korper senkrecht nach unten.
Seine potentielle Energie ist Uyor =
N mgx. Gesucht ist die Bahn z(t).
, d*x
Bewegungsgleichung: m o —mg
d 2
Energieerhaltung: F = ZL (;) + mgx(t) = const.

Bewegungsgleichung ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung.
Die Losung x(t) enthélt 2 Integrationskonstanten.

Erhaltungsgrofle ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung.
Enthélt bereits 1 Integrationskonstante. Die halbe Arbeit bis zur
Losung z(t) ist bereits getan.

Energieerhaltung aus Newtons Axiom:

mi = F(x) ergibt m@s = F&. Man setzt F(v) = —dUpe/dx

d mjf2 . _dUpot dj . dUpot(.’E)

dt 2 dx dt dt
Hieraus folgt d (Tkin + Upot)/dt = 0 oder

Tiin (%) + Upot () = Energie = const.

Diese Ableitung funktioniert nicht fiir Ty, (&, ¢) oder Upet(x, ).



Zusammenhang Symmetrie — Erhaltungsgrofie

Falls Tiin (2, t) oder Upot(z, t) explizit zeitabhéngig sind, gilt keine
Energieerhaltung:

Anstoflen eines Teilchens: F(z,t) oder Upot(x,t)

Pendel mit variabler Lange: Ty, (4, 1) = T;L L(t)?*p* + ...

Man kann ein Fadenpendel aufschaukeln,
wenn man die Fadenldnge L(t) in geeig-
neter Weise éndert. Hierdurch wird Ener-

|
L . .
‘gp g l gie auf das Pendel iibertragen. Die Ener-
| gie Tyin + Upor des Pendels ist nicht kon-
| m stant.
Fazit:
Wenn die Groflen Ty, und Upy invariant unter der Operation

t — t + ty sind, dann ist die Energie eine Erhaltungsgrofie.

Dieser Zusammenhang gilt fiir beliebige Systeme. Analoge Zu-
sammenhénge findet man auch fiir andere Symmetrien:

Zeittranslations-Invarianz —— Energieerhaltung
Translations-Invarianz —— Impulserhaltung
Dreh-Invarianz —— Drehimpulserhaltung
Spezielle Symmetrie —— Spezielle Erhaltungsgrofie

Die ersten drei Voraussetzungen sind fiir alle abgeschlossenen Sy-
steme erfiillt. Sie sind daher Eigenschaften unserer physikalischen
Welt. Diese Symmetrien werden daher auch Homogenitdt und
Isotropie des Raums, und Homogenitéit der Zeit genannt.



Keplerproblem

Tkin = ] + 'i°2

my 2 2
G mimso
1 Upot = 7
Mo 71— 79

2 Zwei Korper (Sonne und Planet) bewe-

gen sich unter dem Einfluss ihrer gegen-

r1 = (21,91, 21) seitigen Schwerkraft. Gesucht sind die
Ty = (22,42, 22) Bahnen 7 (t) und ro(t).
Newtons Axiome: m71 = ... und mo7y = . ..

6 DGL 2. Ordnung

Translationsinvarianz, Operation r; — r; + a
P =3, m;r; = const.

Relativbewegung: 7 = ..., wobei r = r; — ry und
3 DGL 2. Ordnung = myms/(my + ms)

Drehinvarianz, Operation r; — r; + dp X r;
L = ur X r = const.

Abstandsbewegung: ui = ...
1 DGL 2. Ordnung

Zeittranslations-Invarianz, Operation t — ¢ + £
E = const.

1 DGL 1. Ordnung fiir r(¢):

2

E=0y

2 22 + Uporlr)




2

Ho.2
="
2" +2u7’2

+ Upot<7")

Dieses Ergebnis ist eine DGL 1. Ordnung fiir r(¢). Sie kann nach
7 = dr/dt aufgelost und integriert werden.

Aus der Losung 7(t) und den Zwischenergebnissen folgen r1(t)
und ro(t).

Dieselben Symmetrien werden bei der quantenmechanischen Be-
handlung des Wasserstoffatoms ausgenutzt.

Zusammenfassung:

Anhand eines einfachen Beispiels wurde der Zusammenhang zwi-
schen einer Symmetrie und der zugehorigen Erhaltungsgrofie de-
monstriert. Erhaltungsgréfien spielen eine hervorragende Rolle bei
der Losung physikalischer Probleme.



Variationsproblem

ty(z)
l Py Auf welcher Kurve y(z) kommt
m ein reibungsfrei gleitender Kor-
per im Schwerefeld am schnellsten
Yot gl Py von P} nach P,? Die Losungskur-
ve heifit
I Ty T
FUNKTION y(x): Zahl x % Zahl y

FUNKTIONAL J[y]:  Funktion y(z) I, Zanl g

Wegstrecke zwischen P, und Ps:

J[y] = Wegstrecke = /fds = /@\/ 1+ y/(z)* dx

Zeit T fur Paketrutsche:

2 ds w2 1+ y/(z)”
M =r= [T ng@lyy(:ﬂ» “

Problemstellung

In der Variationsrechnung sucht man nach Extremalwerten des
Funktionals, also etwa

J=Jy| = /IIIZF(y, Yy, x) dr = minimal

Dabei sind die Funktion F'(y,y’, z) und die Randwerte y; = y(z1)
yo = y(r2) gegeben. Gesucht wird y(x).

Beispiele sind die kiirzeste Wegstrecke zwischen zwei Punkten
oder die optimale Paketrutsche. Oder Gewinnoptimierung: y =
Preis einer Ware, x = Nachfrage und J[y] = Gewinn = maximal.
Auch fir y = y(x1, 29, ...) losbar.



Euler-Lagrange-Gleichung
J = Jy| = /.TQF(y, ', x) dr = minimal
VERGLEICH

1. Fiir welchen Wert o wird y(x) minimal?

2. Fiir welche Funktion y(x) wird J[y] minimal?
LOSUNG

1. z sei die gesuchte Stelle. Wir betrachten kleine Abweichun-
gen dx von dieser Stelle. Die zugehorige Abweichung dy muss
dann verschwinden:

oy = y(z + 0z) — y(x) =3/ (z) 6z = 0

Dies muss fiir beliebige dx gelten. Daraus erhalten wir die
(notwendige) Bedingung /() = 0 fiir die gesuchte Stelle.

2. Analog hierzu betrachten wir kleine Abweichungen dy(x) von
der gesuchten Funktion y(x) und verlangen §.J = 0:

zy (OF OF
5J = Syl —Jlyl = | (=—6y+ =6y ) d
J = Jly+ oyl = J[y] /x <E)y AW y) x
w(0F d OF |
=/, <6y T da ay) oyle) dv =

Dies muss fiir beliebige dy(x) gelten. Damit erhalten wir

d OF(y, v, OF (y,y,
v vy, 2) — .y, 7) Euler-Lagrange-Gleichung
dx oy’ 0y

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die gesuch-
te Funktion y(x). Die Euler-Lagrange-Gleichung ist eine notwen-
dige Bedingung fiir J = minimal; sie ist dquivalent zu 6.J = 0.



Symmetrie und Erhaltungsgrofie

d 3F /. X aF /7 A 1
a (v, ¥, x) _ (v, ¢, ) Euler-Lagrange-Gleichung
dx oy’ dy

Falls F(y,v, z) nicht explizit von y(z) abhéngt, liegt eine
Symmetrie vor, und zwar die

Invarianz unter der Operation y — y + yo

Aus der Euler-Lagrange-Gleichung folgt dann sofort der
Erhaltungssatz

OF(y', x)
oy’
Diese ist eine DGL 1. Ordnung!

= const.

Fiir das Problem ,, Kiirzeste Wegstrecke*

2 To
J[y] = Wegstrecke = /1 ds = / 1 +¢'? dz = minimal

Tl ————

F(y)

erhalten wir
OF Y
= = const.

oy~ VIty?

also y/(z) = const. und damit — wie zu erwarten — eine Gerade
y(x) = ax + b als Losung,.

10



Brachistochrone

Zeit T fur Paketrutsche:

B _ -2@2 "L 1+y/($)2 T
Tyl =T= [~ /mizg@l—y(x)) !

F(y,y")

Hier hingt F' = F(y,y') nicht explizit von = ab. Daraus folgt
die Erhaltungsgrofie o' (0F/0y') — F = const. Die Losung dieser
Differentialgleichung 1. Ordnung sieht folgendermafien aus:

Y Y
Pl Pl g
Py x P, 7
Y
P
Zusammenfassung:
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Naturgesetz als Variationsproblem

Wir betrachten das Variationsproblem
to .
5/t1 L(z,&,t)dt =0

mit der sogenannten Lagrangefunktion
m

L(z,i,t) = Tiin — Upot = 5 i% — Upoi(z, 1)

Die Euler-Lagrange-Gleichung lautet
d 0L(x,a,t)  OL(x,i,t)

dt ot Ox
oder 2 oU (2.1)
€ x,t)
Mo =T gy L@

Der Ausgangspunkt 0 [ £ dt = 0 ist dquivalent zu diesem Newton’
schen Axiom.

Der Ausgangspunkt heifit Hamilton’sches Prinzip:

Hamilton’sches Prinzip: ¢ /‘E dt =0

Dies gilt auch fiir ein mechanisches System mit vielen Frei-
heitsgraden. Dann ist L(z, %,t) = L(x1, X2, ..., Tp, T1, Ta, ..., Tp, T).
Dariiberhinaus ist das Hamilton’sche Prinzip auch auf nicht-
mechanische Systeme anwendbar.

Der entscheidende Punkt ist, dass die Lagrangefunktion (fir Sy-
steme mit mehreren Freiheitsgraden) relativ einfach anzugeben
ist, wihrend die direkte Aufstellung der

sehr sein kann.

12



x
I Das ebene Doppelpendel hat nur

Pl - g zwei Freiheitsgrade. Trotzdem ist
! die direkte Aufstellung der Be-

|
:902 Iy wegungsgleichung fiir ¢q(t) und
| ©2(t) keineswegs einfach.

|

So kann etwa die kinetische Energie ty, = mo (45 + 94)/2 leicht
angegeben werden, wenn man xs = %2(p1, o) usw. aus der Ab-
bildung abliest.

Viele Grundgleichungen der Physik kénnen in der Form des Ha-
milton’schen Prinzips 0 [Ldt = 0 angegeben werden. So sind
zum Beispiel die freien Maxwellgleichungen die Euler-Lagrange-
Gleichungen fiir

L= [d (E* - B

Dieses L ist der einfachste Ansatz, der den einschldagigen Sym-
metrien (Homogenitat der Zeit, Isotropie des Raums und Rela-
tivitdt der Raum-Zeit) geniigt. Diese Aussage (Einfachheits- und
Symmetrieforderung) gilt entsprechend fiir andere Naturgesetze.
Die Lagrangefunktion (oder Lagrangedichte, hier L = E? — B?)
ist daher der Ausgangspunkt bei der Aufstellung neuer Theorien
(etwa fiir eine Modifikation der Maxwellgleichungen).

Zusammenfassung:

Viele Naturgesetze lassen sich in der Form des Hamilton’schen
Prinzips 0 f/L dt = 0 schreiben. Der entscheidende Vorteil dabei
ist, dass die Lagrangefunktion (oder die Lagrangedichte) meist (i)
von besonders einfacher Form ist und (ii) die relevanten Symme-
trien des Systems widerspiegelt.

13



Noether-Theorem:

Jede kontinuierliche Symmetrie fiihrt zu einer Erhaltungsgrofe.

Die Freiheitsgrade eines mechanischen Systems mogen durch die
Koordinaten z(t), ..., z,(t) (im Folgenden durch z abgekiirzt)
beschrieben werden. Dies kénnen zum Beispiel die kartesischen
Koordinaten von N Teilchen sein, oder die Winkel ¢; und (- des
Doppelpendels.

Das System werde durch die Lagrangefunktion £(z, &, t) reprasen-
tiert.

Wir betrachten eine sehr allgemeine, kontinuierliche Transforma-
tion

.I';k - $z+€¢z($;ﬂfat)
" = t+ep(r,,t)

Das Noether-Theorem besagt nun

Symmetrie: Erhaltungsgrofle:
—
LY=L Q = Q(x,2,t) = const.
Die Erhaltungsgrofie lautet
) n Oﬁ n Oﬁ .
Q=Q(x,1,t) = [X:] o v + ([, — Li:l 0%, J‘7> ¢ = const.

Dies ist eine DGL 1. Ordnung.
Beispiel: Die Transformation t* = ¢ + € und z} = z; (Zeittrans-

lation) bedeutet ¢ = 1 und v; = 0. Wenn das System hierunter
invariant ist, dann folgt

Q= <£ — JXV: (gf JJZ) = const.
i=10%;

14



N oL .
—Q = (z;&lfz T; — £> = const.
Fir m
L=> Tl:tf — Upot(21,..., Tp)

gilt £* = £ und man erhélt

m.
—Q=> 72 @7 4+ Upot(T1,..., T,,) = const.

Das Verdienst Emmy Noethers liegt in der sehr allgemeinen For-
mulierung der Beziehung zwischen Symmetrien (Invarianzen ge-
geniiber Transformationen) und den Erhaltungsgréoen (den In-
varianten der Bewegung).

Das Noether-Theorem gilt insbesondere auch fiir Feldtheorien.
In komplexen Theorien (etwa mehrere, miteinander gekoppelte
Felder) ist oft nicht von vornherein klar, welche Grofle die Energie
beschreibt. Mit Noether kann aber etwa die Energie immer als
die Grofle identifiziert werden, die sich aus der Zeittranslations-
invarianz ergibt.

15



Zusammenfassung:

Viele Naturgesetze konnen in der Form des Hamilton’schen Prin-
zips 0L dt = 0 angegeben werden. Physiker favorisieren diese
Formulierung, weil die Lagrangefunktion £ meist eine besonders
einfache Funktion ist, die die Symmetrien des Systems widerspie-
gelt.

Die Symmetrien und die zugehorigen Erhaltungsgrofien spielen
eine hervorragende Rolle in der Physik. Das Noether-Theorem
driickt den Zusammenhang zwischen den Symmetrien und den
Erhaltungsgrofien in grofler Allgemeinheit aus.

Emmy Noether, 1882 — 1935

16



Anmerkungen

Seite 2 Nach der Promotion arbeitete Emmy Noether einige Jahre ohne
Anstellung am Mathematischen Institut der Universitidt Erlangen.

1922 erfolgte dann die Ernennung zum a.o. Professor und 1923 die Erteilung
eines Lehrauftrags, womit erstmals ein geringes festes Einkommen verbunden
war.

Emmy Noether starb unerwartet einige Tage nach einer Operation.

Seite 5  Die allgemeinen Symmetrien des Raums und der Zeit bedeuten ins-
besondere auch: Die Vorgéinge im abgeschlossenen System héngen nicht davon
ab, an welcher Stelle sich das System befindet oder wie es orientiert ist, und
das System funktioniert heute in gleicher Weise wie morgen.

Neben der Homogenitét und Isotropie des Raums und Homogenitét der Zeit
fehlt die Relativitit der Raum-Zeit. Damit ist die Invarianz unter einer speziel-
len Galileitransformation gemeint, also die Invarianz unter der Transformation
xr — =+ vpt mit einem Parameter vy. Dieser Punkt wird in der Anmerkung zu
Seite 14/15 aufgegriffen.

Seite 7 Bei der quantenmechanischen Behandlung des Wasserstoffatoms
erlauben die Symmetrien den Ubergang von einer partiellen DGL (schwierig)
zu einer gewohnlichen DGL (einfach).

Symmetrie in der Quantenmechanik: Der Hamiltonoperator vertauscht mit
dem Symmetrieoperator, z.B. [H, pop] = 0 fiir ein translationsinvariantes Sy-
stem (etwa fir H = pZ2 /2m, wobei p,, = —ihV). Die Impulsverteilung ist
dann konstant. (Das bedeutet |¢(p,t))|> = zeitlich konstant, wobei ¢(p,t) die
Wellenfunktion in der Impulsdarstellung ist).

Seite 8 As =+/Az?+ Ay? = /1 + Ay?/Ax? Ax wird zu /1 + y? dx

Der Energiesatz mv?/2mg(y; —y) ergibt v = /29 (y1 — y).

Die beiden Integrationskonstanten in der Losung der Fuler-Lagrange-Glei-
chung werden durch die vorgegebenen Randpunkte P, und P, festgelegt.
Seite 11  Zur Brachistochrone: Der Erhaltungssatz y' 0F /0y’ — F = const.
entspricht der Energieerhaltung. Man geht von diesem Erhaltungssatz aus.

Die Endpunkte seien durch P, = (0,b) und P, = (a,0) gegeben. Die Losung
kann in der Form

y=0b—csin®¢y und 1z =c (¢ —sinecosy))

angegeben werden (Parameterdarstellung einer Zykloide, mit dem Parameter
1). Die Konstante c¢ ist so festzulegen, dass die Kurve auch durch P, geht.

Das Problem der Brachistochrone wurde 1696 von Jakob Bernoulli formuliert
und gelost.
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Seite 12  Es gelten die Entsprechungen
z(t) < y(x) und L(z,@,t) < F(y,y .z

Seite 12 Man betrachtet zunéichst den allgemeinen Ansatz L = L(E, B,t)
fiir die Lagrangedichte L. Wegen der Homogenitét der Zeit sollte L nicht expli-
zit von der Zeit abhédngen, also L = L(E, B). Wegen der Isotropie des Raums
sollte L nur von Grolen abhédngen, die sich bei Drehungen nicht éndern, also
L = L(E? B?). (Eine Abhingigkeit von E - B wird ausgeschlossen, weil diese
GroBe nicht invariant unter Spiegelungen ist). Nur E? — B? ist invariant unter
Lorentztransformationen. Wegen der Relativitdt der Raum-Zeit sollte die La-
grangedichte daher von der Form L = L(E* — B?) sein. Der einfachste Ansatz
ist dann L = E? — B?. Die zugehérigen Euler-Lagrange-Gleichungen sind die
freien Maxwellgleichungen.

Seite 14/15  Formal und vollsténdig ist die Zeittranslation als
xf(t*) = x;(t) und t*(t) =t + €

anzuschreiben. Fiir die zueinander gehorigen Zeitwerte (¢ und ¢*) muss die
Koordinate (etwa der Ort des Teilchens) denselben Wert haben, also 7} (t*) =

x;(t).

Die Galilei-Transformation x — x + vyt ldsst zwar die Bewegungsgleichung
mi = —U’ ungeéindert, nicht aber die Lagrangefunktion £ = mi?/2 — U(x).

Die oben angefiihrte Invarianzbedingung £ = L£* ist eine Vereinfachung (die
fiir viele Félle ausreicht). Da § [ £Ldt = 0 dquivalent zu den Bewegungsglei-
chungen ist, lautet die korrekte Invarianzbedingung 6 [L* dt* = ¢ [ L dt. Diese
Invarianzbedingung kann noch zu

Jt, dx

3 "2 f(x,t
5 / CEdit =5 <£ + M) dt (Symmetrie)
Jir

mit einer beliebigen Funktion f(z,t) verallgemeinert werden. Das Zeitintegral
iiber den Zusatzterm ergibt f(z,t)|?. Bei der Variation verschwindet dieser
Term, weil die Randpunkte festgehalten werden. Die verallgemeinerte Invari-
anzbedingung fithrt zur Erhaltungsgrofie

Q' = Q — f = const. (Erhaltungsgrofie)

wobei () die oben angegebene Erhaltungsgrofe ist.

Die Galilei-Transformation x — = + vy t erfiillt die verallgemeinerte Invarianz-
bedingung. Fiir ein mechanisches System aus vielen Teilchen (Transformation
x; — x;+vot) ist die zugehorige Erhaltungsgrofe @ = X t+X = const., wobei
X die z-Koordinate des Schwerpunkts ist. Praktisch bietet diese Erhaltungs-
grofle keinen besonderen Nutzen, da die Erhaltung des Schwerpunktimpulses
(fiir ein abgeschlossenes System) bereits unmittelbar zur Losung der Schwer-
punktbewegung fiihrt.

18



Es gibt noch andere bekannte Symmetrien, fiir die man von der verallgemeiner-
ten Invarianzbedingung ausgehen muss. Dazu gehoren insbesondere die spezi-
ellen Symmetrien des 3-dimensionalen Oszillators (SU(3)) und des Keplerpro-
blems (O(4), Runge-Lenz-Vektor). Siche etwa Lévy-Leblond in Am. J. Physics
39 (1971) 502.
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