O Relativistische Mechanik

Die bisher behandelte Newtonsche Mechanik gilt nur fiir Geschwindigkeiten, die
klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind. In diesem Kapitel stellen wir die
relativistische Mechanik (auch Einsteinsche Mechanik genannt) vor.

Zunichst ersetzen wir die Galileitransformationen durch die Lorentztransforma-
tionen. Danach gehen wir auf die Messung von Léngen und Zeiten ein. SchlieBlich
stellen wir die relativistische Verallgemeinerung des 2. Newtonschen Axioms auf
und geben einige Konsequenzen an.

Lorentztransformationen

Newtons Axiome sind nur in Inertialsystemen (IS) giiltig. Unter den moglichen IS
ist keines ausgezeichnet, es gilt das von Galilei aufgestellte

RELATIVITATSPRINZIP: ,,Alle Inertialsysteme sind gleichwertig.*

Im Rahmen der Newtonschen Mechanik vermitteln die Galileitransformationen
zwischen verschiedenen IS. Uberraschenderweise stellt man jedoch experimentell
fest (Michelsonversuch), dass Licht sich in IS und IS’ mit der gleichen Geschwin-
digkeit ¢ ~ 3 - 103 m/s bewegt. Dies steht im Widerspruch zur Galileitransformati-
on, denn

dX/:c X =x—vt, ' =t d_x:c+v ©.1)

W Galileitransformation dt

Einstein ergidnzt das Relativititsprinzip ,,Alle Inertialsysteme sind gleichwertig*
durch die Forderung, dass Licht sich in allen IS mit derselben Geschwindigkeit
¢ bewegt. Dies erfordert eine andere Transformation zwischen den IS:

dx’ Adt’? — dx'? = 2dt? — dx? dx

c 9.2)

dt’ Lorentztransformation dt

Die Bedingung c¢?dt'? — dx'? = c*dt?> — dx? garantiert die Konstanz der Licht-
geschwindigkeit. Die gesuchte Lorentztransformation (LT) wird nun so bestimmt,
dass sie das Wegelement ds> = ¢?dt> — dx? oder allgemeiner

ds? = *dt* — dx* — dy? — dz® = ngp dx* dxP 9.3)

invariant ldsst. Wir verwenden die Summenkonvention, das heif3t tiber gleiche Indi-
zes wird summiert, ohne dass die Summe explizit angeschrieben wird. AuB3erdem
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126 Teil I Mechanik

ist (x¥) = (ct, x,y,z) und n = (neg) = diag (1, —1, —1, —1). Im folgenden ver-
wenden wir auch untenstehende Indizes (xy) = (74 Py = (ct, —x, -y, —2).
Die gesuchte LT wird als /ineare Transformation der Koordinaten angesetzt:

x'% = A xP 4+ p® (Lorentztransformation) (9.4)

Die GroBen A% und b® hiingen von der Relation zwischen IS und IS’ ab, nicht aber
von den Koordinaten.

Aus der Invarianzforderung (ds’> = ds'?) folgt eine spezielle LT (mit y’ = y
und 7/ = 7)

ct'\ ([ coshyy —sinhyr fet) y —yv/c\ [ct 9.5
(X’>_<—Sinh\/f coshIﬁ)<X>_<—Vv/c y )(X> ©->
mit der Rapiditit y = artanh (v/c) und y = (1 — v?/c?)~1/2.

Wenn die Relativgeschwindigkeit v zwischen IS und IS’ eine beliebige Richtung
hat, dann lautet die LT (in Matrixschreibweise)

4 —yvi/c —yuv/c —yuvi/c
w=| " 9.6)
A(v) = vivi(y —1) .
—y va/e (Sij++
—yv3/c

Eine allgemeine LT mit v, mit Drehung (A;; = «;; mit einer orthogonalen Matrix
«) und mit einer Raum-Zeit-Verschiebung um b lautet dann

x'=Al@) Aw) x +b 9.7)

Diese LT bilden eine Gruppe, die von 10 Parametern (drei Komponenten v;, drei
Winkel fiir die Drehung und vier Parameter in ») abhéngt.
Die Addition zweier Geschwindigkeiten ergibt sich aus

A(V)=A(vp) A(v)) —> V =V(v,vp) (9.8)

Fiir v; || v, multiplizieren wir die beiden A-Matrizen

cosh ¥, —sinhyr, coshyr; —sinh _ coshyr —sinhy 9.9)
—sinhy,  coshyr, —sinh 1y cosh ~ \ —sinh Y coshyr .

und erhalten so ¥ = ¥ + Y. Mit dem Additionstheorem fiir den tangens hyper-
bolicus wird i = | + ¥» zum Additionstheorem der Geschwindigkeiten

v + v2

vV=—1772
1 +vjvy/c?

fiirvy | vo (9.10)

Fiir nichtparallele Geschwindigkeiten ist das Additionstheorem komplizierter und
nichtkommutativ.
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Lingen- und Zeitmessung

Die IS-Koordinaten x, y und z werden durch ruhende MaBstibe als Langen defi-
niert. Synchronisierte, ruhende Uhren konnen iiberall in IS die IS-Zeit ¢ anzeigen.

Bewegter Maf3stab

In IS’ ruhe ein MaBstab entlang der x’-Achse; er hat dann die Eigenlinge Iy =
x) — x1. IS bewege sich mit v = ve, relativ zu IS; die x- und die x"-Achse seien
parallel. Um die Linge / des Stabs in IS zu bestimmen, miissen zwei Beobachter
im IS zur gleichen IS-Zeit ¢ die Position von Stabanfang und -ende auf der x-Achse
markieren; dann gilt / = x, — x. Die spezielle LT ist auf die beiden Ereignisse

1: Stabende passiert einen Beobachter in IS bei x| = 0 zur Zeit 1; = 0.
2: Stabanfang passiert einen Beobachter in IS bei x; zur Zeit r, = 0.
anzuwenden. Dadurch erhilt man [ = [y /1 — v2/c?, also | < [y. Senkrecht zur

Relativgeschwindigkeit tritt keine Lidngenkontraktion ein. Daher gilt im allgemei-
nen Fall

\S}

Ly =lo4/1— L , [ =lpy (Langenkontraktion) 9.11)
c

Die Formulierung ,,.Bewegte Stibe sind kiirzer* stellt das Resultat nur unvollstindig

dar und ladt zu Missdeutungen ein. Es miissen immer die zu einer Messung geho-

renden Ereignisse definiert werden; hierauf kann dann die Lorentztransformation

angewendet werden.

Bewegte Uhr

Eine in IS’ ruhende Uhr zeigt die Zeit t' an. Um dies mit der IS-Zeit ¢ zu vergleichen,
muss die IS’-Uhr mit zwei IS-Uhren verglichen werden:

1: IS’-Uhr passiert Beobachter in IS bei x; = 0 zur Zeit t; = 0.
2: IS’-Uhr passiert Beobachter in IS bei x; = v, zur Zeit 1,.

Vergleicht man jetzt die Zeitintervalle t = #, —#; und ¢’ = ¢} — t{, so stellt man eine
Zeitdilatation fest: /

t = L Zeitdilatation (9.12)

S

Die Formulierung ,,Eine bewegte Uhr geht langsamer* ist problematisch. Ohne den
hier gegebenen Hintergrund konnte man daraus folgern ,,die IS’-Uhr geht langsa-
mer als die IS-Uhr* und (da vom IS aus gesehen IS bewegt ist) ,,die IS-Uhr geht
langsamer als die IS’-Uhr*; damit hitte man einen Widerspruch konstruiert. Fiir die
hier betrachtete Messung sind zwei Uhren in IS nétig, an denen sich die IS’-Uhr
vorbeibewegt; insofern ist die Symmetrie zwischen IS und IS’ verletzt.
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Wir geben noch an, welche Zeit t eine mit beliebiger Geschwindigkeit v(#) be-
wegte Uhr anzeigt. Dazu betrachtet man zu einem bestimmten Zeitpunkt 7o ein IS,
das sich relativ zu IS mit der (konstanten) Geschwindigkeit v(zp) bewegt. Dann gilt
fiir das nichste Zeitintervall dt = dt’ = dt/y. Wenn man die endliche Zeitspanne
zwischen zwei Ereignissen 1 und 2 in infinitesimale Intervalle teilt, so erhélt man
die angezeigte Eigenzeit der bewegten Uhr:

B 2
r :/ di (1 - ”(Cg) 9.13)
1

Als Anzeige einer konkreten Uhr ist T unabhiingig vom Beobachter (also vom IS).
Formal folgt das aus dt = dsyy,/c und der Invarianz von ds unter LT.

Gleichzeitigkeit

Das Abstandsquadrat s]22 zweier Ereignisse ist invariant unter LT. Daher hdngt die
Klassifizierung

=0 lichtartig
5122 == —x?{ <0 raumartig (9.14)
> (0  zeitartig

nicht vom Beobachter ab. Lichtartige Ereignisse konnen durch ein Lichtsignal mit-
einander verbunden sein; sie konnten sich kausal beeinflusst haben. Zeitartige Er-
eignisse konnen durch ein Objekt mit V < ¢ miteinander verbunden sein; auch sie
konnten sich kausal beeinflusst haben. In diesen beiden Fillen liegt die zeitliche
Reihenfolge der beiden Ereignisse fest.

Raumartige Ereignisse konnen nur durch ein Objekt mit V > ¢ verbunden wer-
den; sie konnen sich kausal nicht beeinflusst haben. Ihre zeitliche Reihenfolge hingt
vom Beobachter ab. Insofern ist der Begriff ,,gleichzeitig* relativ.

Bewegungsgleichung
Die relativistische Verallgemeinerung des 2. Newtonschen Axioms lautet

du® o
m—=F (9.15)
dt
Dabei ist (u%) = y(c, v) die Vierergeschwindigkeit und m ist die Ruhmasse. Die
Minkowskikraft F* wird so gewihlt, dass sie im momentanen Ruhsystem zur New-
tonschen Kraft Fy wird, also (F’%) = (0, Fy). Durch eine Lorentztransformation
erhalten wir hieraus den Zusammenhang

o vFN”
(F)=v — v Fu+ Fu (9.16)
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Die Giiltigkeit von (9.15) ergibt sich aus: (i) Die Gleichung ist kovariant und (ii) sie
reduziert sich im momentanen Ruhsystem IS’ auf das 2. Axiom. Wir setzen voraus,
dass Newtons 2. Axiom in IS’ relativistisch giiltig ist. Dann ist auch (9.15) in IS’
giiltig. Da (9.15) kovariant (forminvariant unter LT) ist, eriibrigt sich eine LT in ein
anderes IS.

Fiir ein Teilchen (Masse m, Ladung ¢) in einem elektromagnetischen Feld wird
(9.15) zu

d __me v E(r.1) (9.17)
it vz 1 ’ '

d mv(t) . v

i s (E(r,t) + = x B(r,t)) (9.18)

Fiir ein elektrostatisches Feld E(r) = —grad @ (r) konnen wir (9.17) in die Form

d mc?
— | ——+q 9 =0 9.19
= < —— <r<r>>> 9.19)

bringen. Der Klammerausdruck ist eine Energie; insbesondere ist g @ als elektro-
statische Energie bekannt. Diese Gleichung beschreibt also die Energieerhaltung.

Dabher ist

mc2

E = ——— = relativistische Energie (9.20)
1 —v%/c?

die relativistische Energie eines freien Teilchens. Sie kann in die Ruhenergie m c?

und die kinetische Energie mc?(y — 1) aufgespalten werden. Die Identifizierung
der Ruhenergie ist die Grundlage der Aguivalenz von Masse und Energie. .

Anwendung

Im Laborsystem (LS) laufe ein Teilchen (Masse m) mit der Geschwindigkeit V
auf ein zweites ruhendes Teilchen gleicher Art zu. Durch eine LT kann man in das
Schwerpunktsystem (SS) gehen, in dem die Teilchen die Geschwindigkeiten v und
—uv haben. Fiir die kinetischen Energien, die jeweils aufgebracht werden miissen,
gilt

mc? 2mc

mc?, Kgg= ———— —2mc? (9.21)

N 1= 022

Die Geschwindigkeiten hingen iiber ¥/ (V) = 2 v/ (v) zusammen. Im hochrelativis-
tischen Fall erhalten wir hieraus

(Kss)?
Kig  ——
LS 2mc?

Kis =

(v@) > 1) (9.22)
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Um ein Teilchen der Masse 100 GeV/c? (etwa ein Zg) zu erzeugen, bendtigt man
mindestens eine Energie Kss = 100GeV. Dieses Experiment ist realisierbar,
indem Elektronen mit 50 GeV und Positronen mit 50 GeV aufeinander geschos-
sen werden (colliding beam). Aus (9.22) mit mc* ~ 0.5MeV folgt hierfiir aber
Kis = 107 GeV; das Experiment ist daher im Laborsystem undurchfiihrbar.

Lagrangefunktion

In (2.20) wurde die nichtrelativistische Lagrangefunktion fiir ein Teilchen in einem
elektromagnetischen Feld angegeben. Die zugehorige relativistische Lagrangefunk-

tion ist
2 1)2 q
L(r,v,t) = —mc 1——2 —q@(r,t)+—v-A(r,t) (9.23)
c c

Hieraus folgen die Bewegungsgleichungen (9.18).
Wir setzen den verallgemeinerten Impuls p = d.L/dv = ymv+ (g/c) A in die
Hamiltonfunktion H = p - v — L ein und erhalten

q 2
Hr, p,t) = ¢ m2c? + (p - % ac t)) g o1 (9.24)
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Aufgaben

9.1 Inverse Lorentztransformation

4y y Die spezielle Lorentztransformation x” = x’(x, t)

* Ereignis (x,7) und ¢’ = t'(x, r) zwischen zwei Inertialsystemen

v, oder (x', 1) wird als bekannt vorausgesetzt. Wie lautet die zu-

gehorige Riicktransformation? Driicken Sie das

>  Ergebnis alternativ durch die Geschwindigkeit v
o7 X oder die Rapiditit ¢ aus.

Losung: Die spezielle Lorentztransformation x” = x'(x, t) und ¢" = #'(x, t) ist durch (9.5)
gegeben. Die Riicktransformation erhélt man daraus durch die Ersetzungen v — —r oder
v — —v, also

ct\ _ (coshy sinhyr ct"\ y yv/c\ (ct
x )\ sinhy coshy x ) \yv/c vy x'
Dabei ist ¥ = artanh (v/c) und y = (1 — v?/c?)~V2.

9.2 Matrixschreibweise fiir Wegelement
Schreiben Sie die Lorentztransformation
dx'® = A dxP

in Matrixschreibweise an. Werten Sie in dieser Schreibweise die Bedingung ds? =
ds'? fiir das Minkowski-Wegelement aus.

Losung: Die Lorentztransformation fiir die Koordinatendifferenziale lautet in Matrixform:

dx'® Ay A) A AS dx°
dx'! Al Al Al Al dx!

— 0 1 2 3 r_
o2 | = A(z) A% A% A% A oder dx' = Adx
dx’3 Ay A A A3 dx3

Wir berechnen zunichst das Wegelement ds? im Inertialsystem IS,
ds* =cde* —dr? = den dx mitder Matrix 7 = diag (1, -1, —1, —1)

Wir berechnen nun ds’? im Inertialsystem IS’, wobei wir dx'T = (A dx)T = dxTAT
verwenden:

ds'? = dx'""ndx' = dx" ATy A dx = dx” ndx = ds*
Die Invarianz ds* = ds'? setzt voraus, dass die Transformationsmatrix A die Bedingung
ATn A=n

erfiillt. Bei orthogonalen Transformationen lautet die analoge Bedingung oTor = 1.
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9.3 Lebensdauer von Myonen

Myonen werden in einer Hohe von etwa & ~ 30km durch kosmische Strahlung
erzeugt. In ihrem Ruhsystem haben die Myonen eine Lebensdauer 7 ~ 2 - 107 %s.
Trotz dieser Hohe und ihrer kurzen Lebensdauer (ct ~ 600 m) erreichen sie noch
zum groften Teil die Erdoberfliche.

Wie klein darf die Abweichung ¢ = (¢ — v)/c < 1 der Geschwindigkeit der
Myonen von der Lichtgeschwindigkeit hochstens sein, damit sie auf der Erdober-
flache beobachtet werden konnen? Was misst ein Beobachter im Ruhsystem des
Myons fiir die Hohe 4 ?

Losung: Der Beobachter auf der Erdoberfliche befindet sich ndherungsweise in einem
Inertialsystem (IS). Relativ hierzu stellt das Myon eine mit Geschwindigkeit v bewegte Uhr
dar. Eine von der Uhr angezeigte Zeitspanne #, ergibt die in IS gemessene Zeitspanne ¢.

Nach (9.12) gilt hierfiir
Io

V1 —v?/c?

Im Ruhsystem IS’ hat das Myon die Lebensdauer tp = 7 ~ 2 - 107%s. Mit ¢ = (¢ — v)/c
erhalten wir dann fiir die in IS gemessene Lebensdauer

I =

=

T T
t, = A > —
V1—=v2/c2  J2e v
Damit die Beobachtung auf der Erde moglich ist, muss die Lebensdauer 7, groBer als A /v
sein (letzte Bedingung). Damit erhalten wir

2 2

E§l<r_v) 51(2) ~2.107%
2\ h 2\ h

Vom Myon aus gesehen betrigt die Hohe der Atmosphére

h=+1—=v2/c>h =~ v2eh < 600m

9.4 Momentaufnahme einer vorbeifliegenden Kugel

Ein Korper stellt in seinem Ruhsystem IS’ eine Kugel mit dem Durchmesser D
dar. Der Korper bewegt sich mit der relativistischen Geschwindigkeit v = v e, in
einem Inertialsystem IS. Ein IS-Beobachter fotografiert das Objekt. Der Beobachter
ist so weit entfernt (L — 00), dass die ihn erreichenden Lichtstrahlen parallel zur
y-Achse (Abbildung unten) sind. Welche Gestalt (Kugel? Ellipsoid?) erscheint auf
dem Foto? Welche Teile der Kugel werden abgebildet?

Hinweise: Damit ein Lichtstrahl in IS in — ey -Richtung lduft, muss er im bewegten

System IS’ unter einem Aberrationswinkel ¢, relativ zur Richtung —e,y = —e,
ausgesandt werden. Nach (14.20) gilt fiir diesen Winkel:
d /

ang, = — /¢ Ldx (9.25)

V1 —=v%/c? dy’

In IS’ muss dieser Lichtstrahl also die Steigung dy’/dx’ haben.
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Ein Aquator der mit v bewegten Kugel er-
scheint wegen der Lingenkontraktion in
IS als Ellipse. Fiir die ruhende Kugel wi-
re P ein gerade noch sichtbarer Punkt des
Aquators. Aufgrund der Aberration miiss-
te der Lichtstrahl in IS’ aber ins Kugel-
innere gerichtet sein, damit er in IS in die
Richtung —e, geht. Der P gegeniiberlie-
gende Punkt ist dagegen ohne Weiteres zu
sehen. Auf dieser Seite kann man noch
weiter sehen: Ein von A tangential nach
unten ausgehender Strahl schlie3t einen
bestimmten Winkel mit — e, ein. Wenn
dieser Winkel gleich ¢, ist, dann ist A ge-
rade noch sichtbar. Der durch A und B
markierte GroB3kreis trennt die fiir den IS-
Beobachter sichtbaren und unsichtbaren
(schraffiert) Teile der Kugel voneinander.

VAt —

%
t~

D

Man berechne die Koordinaten von A und B aus der Ellipsengleichung und aus der
Bedingung, dass die Ellipsentangente den Winkel ¢, relativ zu — e, hat.

Der Fotoapparat registriert zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ das Licht von A
und B. Wegen der unterschiedlichen Lichtlaufzeiten muss dieses Licht von B zu
einer um At spiteren Zeit abgesandt werden als von A. In dieser Zeit At ist die
linke Ellipse zur Position der rechten gewandert, und B hat sich nach B bewegt.
Auf dem Foto markieren dann A und B den Durchmesser D des Objekts.

Losung: Die Diskussion kann auf den Schnitt mit der Ebene z = 0 beschrinkt werden
(Abbildung), da in z-Richtung keine Lingenkontraktion auftritt. Diese Ebene schneidet die
Kugel im Aquator x'> + y'> = D?/4. Durch Lingenkontraktion in v-Richtung wird dieser
Kreis in IS zu der Ellipse

2 D2

+(y-L) = - (9.26)

x
1 —v2/c?

Diese Ellipse ist in der Abbildung gezeigt. Zur Berechnung der Koordinaten von A und B
leiten wir die Ellipsengleichung nach x ab:

X y X y—L
———+ = (y-L)= +
1 —v2/c2  dx (v ) 1 —v2/c? v/c

Dabei haben wir dx/dy = (dx'/dy’)/y = v/c eingesetzt. Wir 16sen nach y auf und ver-
wenden die Ellipsengleichung:

N[O

v D
-xA,B::F(l__>Ev yA,B:Lj:

ol
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Das obere Vorzeichen gilt fiir A, mit dem unteren erhélt man den entgegengesetzten Punkt
B (sieche Abbildung). Beide Punkte markieren den Aquator, von dem gerade noch Licht in
Richtung zum Beobachter gesandt werden kann.

Das von B abgesandte Licht hat gegeniiber dem von A einen um Ay = (v/c) D kiirzeren
Weg. Damit es gleichzeitig beim Beobachter ankommt, muss das Licht von B zu einer
um At = vD/c? spiiteren Zeit abgesandt werden. Withrend dieser Zeit riickt B um d =
v At = (v?/c?) D nach B, dies ergibt die rechte oben abgebildete Ellipse. Die auf dem Foto
registrierte Objektausdehnung in x-Richtung ist demnach

—_ U2 U2
D=2|xA,B|+d=(1——2)D+—2D=D
C C

In z-Richtung sieht der Beobachter ebenfalls die Ausdehnung D, da hier weder eine Lén-
genkontraktion noch ein Laufzeitunterschied auftreten. Damit erscheint der sichtbare Rand
der Kugel auf dem Foto als Kreis. In diesem Sinn kompensieren sich die Effekte von
Langenkontraktion und Aberration, und die Kugel erscheint als Kugel. Der fotografierte
Rand ist ein GroBkreis der Kugel. Dieser Grof3kreis aber liegt so, dass der Beobachter einen
Teil der Hinterseite der Kugel sieht (und einen Teil der Vorderseite nicht).

9.5 Zeitverschiebung fiir Satelliten

Ein Satellit (Masse m) bewegt sich auf einer Kreisbahn (Radius rg) im Gravitations-

potenzial

GMEm

Hierbei ist G die Gravitationskonstante und Mg die Masse der Erde. Eine Uhr im
Satelliten zeigt die Zeit fs an. Eine Uhr, die bei r = oo ruht, zeigt die Zeit 7, an.
Bestimmen Sie den Zeitunterschied aufgrund der relativistischen Zeitdilatation in
der Form f5/tsc = 1 4+ § in niedrigster, nichtverschwindender Ordnung in v/c.
Driicken Sie é§ durch @ (rg) aus.

Zusitzlich beeinflusst das Gravitationsfeld den Gang der Uhr:

t @
S s+ ('2’0)
Cc

o

(9.28)

Eine Uhr im Labor auf der Erdoberfliche zeigt die Zeit f; & to (1 + @ (R)/c?) an;
die Geschwindigkeit aufgrund der Erddrehung wird vernachlissigt. Bestimmen Sie
die relative Zeitverschiebung (#; — ts)/tL zwischen Labor und Satellit als Funkti-
on von ro/R fiir ®/c?> <« 1. Welche GroBenordnung und welches Vorzeichen hat
dieser Effekt fiir einen erdnahen und fiir einen geostationiren (siche Aufgabe 4.6)
Satelliten?

Losung: Das Produkt G Mg aus der Gravitationskonstanten und der Masse der Erde kann
durch die Erdbeschleunigung g ~ 9.81 m/s? und den Erdradius R ~ 6370 km ausgedriickt
werden. Diesen Zusammenhang erhilt man, wenn man das Gewicht mg eines Korpers
durch das Gravitationsgesetz ausdriickt, mg = G m Mg/ R?. Dies ergibt GMg = g R? oder
@(rg) = —gR*/ro.
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Die Zeitdilatation fiir die bewegte Satellitenuhrzeit folgt aus (9.12),

L PR R 10, 5 P00

too c? 2 2 2¢c? 2¢?

Fiir die Kreisbahn wurde v> = GMg/ry = —® (ry) verwendet. Mit dem Einfluss des Gra-
vitationsfelds wird dies zu

t (0] (0] 39 3gR?
S oAl 4 (V0)+ (r) _ (Vo)_l_ 8

— 1 1 =
too 2c? c? + 2¢? 2rp C?
Fiir die Erdlaborzeit gilt
4 D(R R
O A CONN I L
fso c? c?

Die Geschwindigkeit der Erdrotation (u,,, & 460m/s) wird vernachlissigt, denn die Satel-
litengeschwindigkeit ist mehr als zehnmal so groB. Die relative Zeitverschiebung zwischen
Labor und Satellit ist somit

=1-2a (22

1L f, c? 2rg

L — ts tSNgR(3R )

Die Skala des Effekts ist durch gR/c? ~ 7 - 1077 gegeben. Fiir den erdnahen Satelliten
ist rp & R und ts < t; die Uhr des erdnahen Satelliten geht also langsamer. Fiir den
geostationdren Satelliten gilt nach Aufgabe 4.6 ry &~ 6.6 R. Dann ist ts > #1; die Uhr des
geostationdren Satelliten geht schneller. Die Satellitennavigation (GPS, global positioning
system) kann nur funktionieren, wenn diese Effekte beriicksichtigt werden.

9.6 Levi-Civita-Tensor im Minkowskiraum

Zeigen Sie, dass der Levi-Civita-Tensor ein Pseudotensor 4-ter Stufe ist, also dass

€'Y = (det) AY Ay A7, A5 €T (9.29)

gleich €*P7? ist.
Lésung: Die Definition der Determinante lautet
(detA) = Ay Ay A2 A7 P7°
Damit werten wir (9.29) aus:
Ay AT AT A3
B B B B
Ay A Ay Ay

Aé Ag Ag A%;
AO Al A2 A3

€70 = (detA) AL A%, AT, A5, €FVY = (deta)

= (detA)? e*Prd = Prs

Die Lorentztransformation geniigt der Bedingung ATn A = 1. Wenn man hiervon die De-
terminante nimmt, erhdlt man det A = £1. Dies wurde im letzten Schritt verwendet.

Die GroBe €*#7% wird zunichst unabhiingig von einem Bezugssystem durch konkrete
Zahlenzuweisungen definiert. Bei einer Transformation als Pseudotensor erhélt man ein
damit konsistentes Ergebnis. Daher kann €*#7% auch als Pseudotensor aufgefasst werden.



136 Teil I Mechanik

9.7 Konstanz von u® u,

Die Anfangsbedingung fiir u(0) erfiillt die Bedingung u®u, = c¢?. Zeigen Sie,
dass dann die Losung #*(7) der Bewegungsgleichung m du®/dtv = F* diese Be-
dingung ebenfalls erfiillt. Dabei ist die Minkowskikraft

1

S ey

v F,
(F*) = (y% J/FNH+FNL), (9.30)

durch die Newtonsche Kraft Fy gegeben.

Losung: Wir leiten u®u, nach der Eigenzeit T ab und verwenden die Bewegungsglei-

chung:

d
md—r(u“ua) =Fuy +u®F, =2 F%u,

Hierin setzen wir den Ausdruck fiir die Minkowskikraft und (u#,) = y (¢, —v) ein:
FO[I/[O[ = yvaNH — )/zv . FN|| = O

Wir stellen zusammenfassend fest:

d
o (u"‘ ua) =0 = u®(t) ue(tr) = const.
T

Damit ist gezeigt, dass u®(t)u,(t) eine ErhaltungsgroBe ist.

Ergidnzende Anmerkung: Im elektromagnetischen Feld lautet die relativistische Bewegungs-
gleichung m du®/dv = (q/c) F* ug, (13.27). Dabei ist F*f der Feldstirketensor (der
Buchstabe F' wird sowohl fiir die Minkowskikraft wie fiir den Feldstdrketensor verwen-
det; die Grofen sind jedoch aufgrund der Indizes zu unterscheiden). Wir multiplizieren die
Bewegungsgleichung auf beiden Seiten mit u,, (dies impliziert eine Summation iiber «):

du” q
m Uy = = FPugu, =0
dr * c pe
Dann verschwindet die rechte Seite aufgrund der Antisymmetrie von F* = — FF% Hieraus

folgt fiir die linke Seite (du®/dt)u, = 0 und damit die Konstanz von u® u,,.

9.8 Kinetische Energie im Schwerpunkt- und Laborsystem

Die Kollision zweier gleicher Teilchen wird im Laborsystem (LS) und im Schwer-
punktsystem (SS) betrachtet:

LS: v =1V, v, =0

SS: v = v, V) = —V

Berechnen Sie den exakten Zusammenhang zwischen den beiden zugehdrigen ki-
netischen Energien,
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Losung: Die Geschwindigkeiten V und v hédngen iiber das Additionstheorem zusammen:

1— 2/.2
vty oder  JI— VR = 1ZV/C

T 1+ 1+ v2/c2

Damit formen wir den Ausdruck fiir die kinetische Energie im Laborsystem um:

1 27,2
KLs:mc2[7—1:| = 2mc2L
J1=V2/2 1 —v?/c?

Aus dem gegebenen Ausdruck fiir Kgg folgt

v? _ Kss(Kss +4mc?)

2 (Kss+2mc?)?

Aus den letzten beiden Gleichungen eliminieren wir v?/c?,

2 Kss (Kss < mc?)

2 9.31)
(ss) (Kss > mc?)

Kss(Kss +4mc?)

Kic« =
LS 2mc?

2mc?

9.9 Relativistische Bewegung im elektrischen Feld

Ein Teilchen mit der Ladung ¢ bewegt sich in einem homogenen, konstanten elek-
trischen Feld E = Egpe,. Losen Sie die relativistischen Bewegungsgleichungen
(9.18) fiir die Anfangsbedingungen r(0) = 0 und v(0) = vg e,. Welche Bahnkurve
ergibt sich in der x-y-Ebene?

Losung: Wir schreiben die relativistischen Bewegungsgleichungen (9.18) an:

d nt vy E d mvy 0 d mu, 0
., :q 9 - T = , —_—— =
dt /1 —v?/c? 0 dt /1 —v2/c? dr /T —v2/c2

Wegen der Anfangsbedingung v,(0) = 0 wird die dritte Gleichung durch v,(z) = 0 gelost.
(Eine solche Losung ist fiir die zweite Gleichung wegen v,(0) # 0 nicht moglich; man
beachte, dass der Wurzelfaktor zeitabhingig ist). Die Losung v,(¢) = O fiihrt mit der An-
fangsbedingung z(0) = 0 zur Losung z(¢) = 0. Die Bewegung ist also auf die x-y-Ebene
beschrinkt.

Mit der Anfangsbedingung v(0) = vg e, erhalten wir dann aus den ersten beiden Be-
wegungsgleichungen

v Ey v )
al 4 t=at, 2

V1—v%/c? m V1 =v2/c? - V1 —v2/c?

Hierbei haben wir die konstante Beschleunigung mit a = g Ey/m abgekiirzt. Zur Bestim-
mung von v werden die beiden Gleichungen quadriert, addiert und aufgelost:

v? 1 1

-5 = —5F—"7—, Vo=—F7—"—"7=
c? Yo + (at/c)? V1 —vp%/c?
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Die Komponenten der Geschwindigkeit sind

at Yo Vo

x R — d y e
R Y vy S A A ey pry

Fiir groe Zeiten erhalten wir v, — ¢ und v, — 0. Eine weitere Integration mit der An-
fangsbedingung r(0) = 0 ergibt

c? a’t? Vo C at
x(1) = — |: Yo + — - Vo] , y@) = Yot arcsinh(—)
a ¢ a Yoc

Wir 16sen die zweite Gleichung nach ¢ auf und setzen dies in die erste Gleichung ein:
2

= Qe |:cosh (M) _ 1] (9.32)

q Ey Yomuvy €

Dies ist die gesuchte Bahnkurve in der x-y-Ebene; fiir ¢ wurde wieder g Ey/m einge-
setzt. Fiir gEpy < yomugc reduziert sich die Bahnkurve auf die (Wurf-)Parabel x =

qEoy*/2yomug).

9.10 Uhrzeit in beschleunigtem System

In einem Inertialsystem IS (mit den Koordinaten ¢, x, y, z) oszilliert die Position
einer Uhr gemiB ryp = e a sin(wt); es gilt aw K c¢. Zur Zeit t = 0 wird die Uhr
mit einer IS-Uhr (etwa einer Uhr, die bei r = 0 ruht) synchronisiert.

Nach einer halben Schwingung (+ = ty = m/w) ist die bewegte Uhr wieder
bei r = 0 und wird mit der dort ruhenden Uhr verglichen. Welche Zeitspannen At
und At’ zeigen die IS-Uhr und die bewegte Uhr an? Berechnen Sie diese Zeitspan-
nen zunichst im IS. Setzen Sie dann eine geeignete Transformation ins Ruhsystem
KS’ der bewegten Uhr an, und berechnen Sie die Uhrzeiten in diesem System. Die
relativistischen Effekte sollen jeweils in fiihrender Ordnung angegeben werden.

Losung: Die Zeit einer Uhr ist allgemein durch dtv = dsuyp;/c gegeben. Dieser Ausdruck
ist zunéchst im IS und dann in KS’ auszuwerten.

Rechnung in IS: In IS folgt aus dt = dsyn./c die Uhranzeige

fo
T = / dt /1 —vd, /c?
0

1o T
At:/dt:t():—
0 w

Fiir die KS'-Uhr gilt v = a w cos(wt), also

0 2202 o\ T
At’:/ dr J1— cos2(wr) ~ (1 _ )—
0 c? 4c2 ) w

Bei der Auswertung des Integrals wurde aw < ¢ verwendet.

Fiir die IS-Uhr gilt v = 0, also
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Rechnung in KS': Um dt = dsyn:/c auszuwerten, muss zundchst das Wegelement in KS’
bestimmt werden. Wir bezeichnen die Koordinaten in KS’ mit ¢/, x’, y’, /. Eine mogliche
Transformation zwischen IS und KS' ist

t=t, x=x'4asin(wt), y=y, z=27

Damit erhalten wir fiir das Wegelement (ohne die dy?- und dz>-Terme):

2,2
ds* = 2di* — dx* = (1 _ ¢ 620 cos2(a)t’)) Adi’”? —dx"? —2aw cos(wt’) dx' dt’
c
(9.33)
Die KS’-Uhr ruht in KS’, also dx’ = 0 und

1 [P fo a’w? ato*\ T

At = —/ dt’' v/ goo(Fune :/ dr' /1 — cos?(wt’) ~ (1 - ) —

c Jo 0 c? 4c2 ) w

Fiir die IS-Uhr gilt dx’ = —aw cos(wt’) dt’ (folgt aus dx = 0). Dies ist in (9.33) einzuset-
zen und liefert ds® = ¢2dt'?, also

) T
At:/ dt' =1y = —
0 w

Die richtig berechneten Uhrzeiten hidngen natiirlich nicht davon ab, in welchem Bezugs-
system sie berechnet werden.
9.11 Erhaltungsgrofien der relativistischen Lagrangefunktion

Bestimmen Sie die Erhaltungsgroflen, die aus der Invarianz von

L=—mc* /1 —v2/c?

gegeniiber riumlichen und zeitlichen Verschiebungen folgen.

Losung: Die Lagrangefunktion £ beschreibt ein freies relativistisches Teilchen. Sie ist
invariant gegeniiber rdumlichen Verschiebungen:

r—>r'=r+4+e¢¥y mt ¥ =n, t—>t"=t+ep mit ¢=0

Dabei ist n ein beliebiger Einheitsvektor. Nach dem Noethertheorem ist die dazugehorige

Erhaltungsgrofie
mv

S

Da n beliebig ist, folgt hieraus die Impulserhaltung

aL
Qraum = P) : w =
v

muv
p:—
V1 —=1v%/c?

Die Lagrangefunktion ist auch invariant gegeniiber Zeitverschiebungen:

= const.

r—>r'=r+4+e¢y mit ¢ =0, t—>t"=t+ep mit ¢g=1
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Die Erhaltungsgrofle ist laut Noethertheorem

Q L dL ZW mv2 mc
zeit = — — -V =—mc -V Y/ = - e
o v /1 —v2/c? /T—v2/c?

2

Dies bedeutet Energieerhaltung:

mc2

F = ——— = const.

V1—2v%/c?

9.12 Relativistische Lagrangefunktion fiir Teilchen im Feld

Stellen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die relativistische Lagrangefunktion

2
Lo,y =—m\J1-% —qown+Lv a0 934
c c

eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld auf.

Losung: Aus der Lagrangefunktion folgt der verallgemeinerte Impuls

9L
=" L uen (9.35)

v J1—=v%/c2 ¢
Die Euler-Lagrange-Gleichung lautet damit

dp d muv

dt — dt [ JT—v2/c2

Die totale Zeitableitung des Vektorpotenzials A wird ausgefiihrt und mit den Termen auf
der rechten Seite zusammengefasst:

4 [’“7”] _ _q[vq)(r,tH%aA(r,t)}Jr%vx(va(r,t))

di V1 —=v%/c? ar

p:

+%A(r,t)} — _gVor 1) +% V(v-A(r.0)  (9.36)

=q [E(r, ) + ®x B(r, t)] (9.37)
C

Zuletzt wurden die elektromagnetischen Felder E = —V® — 0A/d(ct)und B =V x A
eingesetzt. Die rechte Seite der Bewegungsgleichung ist die Lorentzkraft.

9.13 Relativistische Hamiltonfunktion fiir Teilchen im Feld

Leiten Sie die relativistische Hamiltonfunktion H = p - v — L aus der Lagrange-
funktion (9.34) ab, und geben Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen an.

Losung: Aus der Lagrangefunktion (9.34) folgen der verallgemeinerte Impuls (9.35) und

2

p.v:L+gv.A(r’[)
J1—=v%/c2 ¢
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Damit bestimmen wir die Hamiltonfunktion:

H=p~v—£=m ,/ +q<1§(rt)

q 2
= ———— 4+ q®d(r,t) =c m2c2+(p—;A(r,t)) +q®(r,t)

V1 —v?/c?

Die dazugehorigen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten

P E_ pc—qA
W JmE(p—qAfo)?
. 0H (P—qA/c) x (VxA)+((p—qA/c)-V)A
p = “ar =4q —qVo
r Vme? +(p—qA/c)

o R

[vx(VxA)-l—(v-V)A]—qV(D=—qV<D+%V(v~A)

Die erste Gleichung gibt den Zusammenhang zwischen Impuls und Geschwindigkeit an;
man erhilt wieder (9.35). Mit diesem Impuls ist die zweite Gleichung dann dquivalent zur
Euler-Lagrange-Gleichung (9.36) oder (9.37).






